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Grundlegende Konzepte

Merkmale und Variablen

Da wir in der quantitativen empirischen Forschung die Realitat nicht als Ganzes erfassen
kénnen, wahlen wir als Realitatsausschnitte bestimmte Merkmale aus. Das sind Aspekte
oder Eigenschaften, hinsichtlich derer eine Person oder ein Objekt in einer empirischen
Untersuchung beschrieben wird, z.B. ,,Umweltbewusstsein* oder ,, Toleranz*.

Die konkrete Erscheinungsform eines Merkmals, die man bei einer Person oder einem Ob-
jekt feststellt, nennen wir Merkmalsauspragung. Fr die statistische Analyse werden die
Merkmalsauspréagungen fur jede Person bzw. jedes Objekt durch Zahlenwerte codiert. In
der Statistik bezeichnet man Merkmale als Variablen und die codierten (Merkmals-) Aus-
pragungen als Werte (values).

Beispiele:

o Das Merkmal Geschlecht mit den moglichen Merkmalsauspragungen {weiblich, mann-
lich} kann durch eine Variable X mit den moglichen (Zahlen-)Werten {1, 2} codiert
werden: 1 flr weiblich, 2 fur mannlich.

o Das Alter in Jahren ist ein Merkmal mit den mdglichen Auspréagungen {1 Jahr, 2 Jahre,
3 Jahre, ..., 25 Jahre, 26 Jahre, ..., 70 Jahre, ...} und wird als Variable Y behandelt, die
die Werte {1, 2, 3, ..., 25, 26, ..., 70, ...} annimmt.

Die in einer Stichprobe erfassten Auspragungen bzw. Werte der einzelnen Personen oder
Objekte werden mit einem tiefgestellten Index (Identifikationsnummer) durchnummeriert.

Beispiel (Forts.):

« Vier Personen werden nach ihrem Alter gefragt, und wir notieren die Alterswerte
y1=24, y, =21, y3=230, y4=21. Zur Notation: Y bezeichnet hier das Alter, weil im
obigen Beispiel so gewahlt; y; ist der Wert der ersten Person auf der Variablen ,,Alter”,
y, der Wert der zweiten Person etc.. Die Anzahl der Personen oder Objekte in einer
Stichprobe (der so genannte Stichprobenumfang) wird immer mit n abgekdrzt. In die-
sem Beispiel ist n = 4.
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Abhangige und unabhangige Variablen

Eine unabhangige Variable ist ein Merkmal, dessen Auswirkungen auf andere Merkmale
(ndmlich auf die abhangigen Variablen) untersucht werden sollen. Eine unabhédngige
Variable gehort zum ,,Wenn“-Teil bzw. zum ,,Je“-Teil einer Hypothese.

In abhangigen Variablen zeigen sich die Wirkungen der unabhéngigen Variablen. Eine
abhangige Variable gehort zum ,,Dann“-Teil bzw. zum ,,Desto“-Teil einer Hypothese.

Welche Variablen wir in einer Untersuchung als unabhéngig und welche wir als abhéangig
betrachten, hangt von unserer Fragestellung bzw. von unserem Erkenntnisinteresse ab.

Zudem gibt es Stérvariablen, die zwar in der Hypothese und im Forschungsplan nicht als
unabhéngige Variablen vorkommen, aber mdglicherweise die abhéngigen Variabeln beein-
flussen. Es gibt die Strategien, Storvariablen konstant zu halten oder zu kontrollieren und
spater statistisch ,,herauszurechnen®.

Diese Entscheidungen — und dazu gehdort auch, wie wir Variablen behandeln, die weder zu
den abh&ngigen noch zu den unabhangigen Variablen zdhlen — minden in das For-
schungsdesign oder Untersuchungsdesign (research design), die Art, wie eine empirische
Untersuchung angelegt ist. Das Forschungsdesign kann experimentell oder quasi-
experimentell sein, und es kann sich um eine Labor- oder eine Felduntersuchung handeln.
Zudem kann man dieselben Untersuchungs,,objekte” einmalig untersuchen oder mehrfach
in zeitlichem Abstand, z.B. vor und nach einer Intervention (etwa einer Kampagne).

In einem Experiment werden die Untersuchungsbedingungen — und damit die Untersu-
chungsgruppen, die unter den verschiedenen Bedingungen untersucht werden — durch die
Versuchsleiterin gezielt hergestellt. Den Untersuchungsbedingungen entsprechen ver-
schiedene Auspragungen der unabhangigen Variablen. Die untersuchten Personen werden
den Untersuchungsgruppen per Zufall zugeordnet (Randomisierung).

Quasi-experimentelle Untersuchungen dagegen arbeiten mit nattrlichen Gruppen. Perso-
nen werden anhand vorher existierender Merkmale Gruppen zugeordnet, die den Auspra-
gungen der unabh&ngigen Variablen entsprechen.

Die abhangigen Variablen werden in beiden Fallen — ob Experiment oder Quasi-Experi-
ment — nur erfasst.

Eine Felduntersuchung findet im natlrlichen Umfeld statt; eine Laboruntersuchung unter
genau kontrollierten Bedingungen.
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Operationalisierung und Messen

Im Alltag werden Merkmalsauspragungen nach persdnlichem Eindruck eingeschétzt und
verbal beschrieben, z.B. ,,sehr umweltbewusst®, ,wenig tolerant“. In der empirischen For-
schung gibt es daflr bestimmte Methoden der Datenerhebung: Befragung, Beobachtung
und Inhaltsanalyse (die drei klassischen Arten der Datenerhebung; es gibt hier jeweils Va-
rianten fir quantitative und fir qualitative Forschung).

Dabei werden Datenerhebungsinstrumente verwendet, mit deren Hilfe Merkmale erfasst
und — im Falle quantitativer Forschung — durch Zahlenwerte codiert werden. Beispiele fur
Erhebungsinstrumente sind: Fragebogen, Interview, Beobachtungsschema oder physiologi-
sche Messung.

Wie die Merkmalsauspragungen genau festgestellt werden, wird durch die Operationali-
sierung festgelegt, eine Anweisung fur ,,Forschungsoperationen®. Die Operationalisierung
umfasst die Wahl des Datenerhebungsinstruments und die Festlegung der Zahlencodierung
(mehr zur Zahlencodierung s.u.: Skalenniveaus). Die Arbeitszufriedenheit kénnte etwa
trivial operationalisiert werden durch die Frage ,,Wie zufrieden sind Sie mit lhrer Arbeit?*
plus Rating-Skala (Likert-Skalierung): nicht/wenig/mittelmaRig/ziemlich/sehr. Die Sozial-
schicht konnte durch Fragen nach Bildung, Einkommen und beruflicher Position operatio-
nalisiert werden.

Wenn den Merkmalsauspréagungen nach bestimmten Regeln Zahlen zugeordnet werden
(Quantifizierung, z.B. 1/2/3/4/5 bei einer Rating-Skala), handelt es sich um eine Messung.
Messen ist das Zuordnen von Zahlen zu Personen oder Objekten in Abh&ngigkeit von de-
ren Merkmalsauspragungen. Dabei muss die Zuordnung strukturerhaltend sein (,,homo-
morphe Abbildung*), d.h. die Relationen zwischen den Messwerten miissen die Relationen
der Objekte untereinander widerspiegeln.

Beispiel: In einer Statistik-Klausur werden den TeilnehmerInnen Punktwerte so zugeord-
net, dass die Relation ,,besser in Statistik* zwischen zwei beliebigen Teilnehmerinnen re-
prasentiert wird durch die Relation ,,grol3er* der zugeordneten Punktwerte.

Quantitative Daten sind die Ergebnisse von Messungen, also die (numerischen) Messwerte
oder Zahlen, die den Individuen oder Objekten zugeordnet werden. Beispiel ,,Geschlecht®
von S. 1: Jede Frau einer Stichprobe bekommt eine 1 zugeordnet, jeder Mann eine 2.

Beim Messen geht es nicht darum, Menschen auf Zahlen zu reduzieren, sondern darum,
Merkmalsauspréagungen systematischer zu erfassen und zu beschreiben als im Alltag. Ob
Messen sinnvoll ist, hangt von der Fragestellung ab und von dem Kontext, in dem ein
Messinstrument eingesetzt wird.
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Skalenniveaus

Das Skalenniveau einer Variablen gibt an, wie viel und welche Information tber Relatio-
nen zwischen den Personen/Objekten wir den Messwerten entnehmen kdénnen bzw. durfen.
Je mehr Informationen es sind (je informativer also die Messwerte sind), desto héher ist
das Skalenniveau der Variablen (synonym: Skalendignitat, Messniveau, engl. measurement
scale). Man unterscheidet folgende Skalenniveaus:

« Die Nominalskala driickt eine Verschiedenartigkeit aus. Bei der Messung erhalten
Objekte mit gleicher Merkmalsauspragung gleiche Zahlen und Objekte mit verschiede-
ner Merkmalsauspragung verschiedene Zahlen.

Sonderfall der Nominalskala: Ein nominalskaliertes Merkmal, das nur zwei mégliche
Merkmalsausprédgungen hat, heif3t dichotomes oder binéares Merkmal.

o Die Ordinalskala (= Rangskala) driickt eine Rangordnung oder Reihenfolge aus. Mes-
sung: Von jeweils zwei Objekten erhalt das Objekt mit der grélReren Merkmalsauspra-
gung die groRere Zahl.

« Die Intervallskala driickt quantifizierbare Unterschiede oder Absténde aus. Die durch
die Messung zugeordneten Zahlen sollen tiber die Rangordnung hinaus auch die Gro-
Rendifferenzen der Auspréagungen der gemessenen Eigenschaft abbilden. Skala mit
gleich groRen Abschnitten, ohne natlrlichen Nullpunkt.

o Verhaltnisskala: Skala mit gleich grolRen Abschnitten, mit nattirlichem Nullpunkt. Bei
der Messung werden die Zahlen so zugeordnet, dass das Verhaltnis zwischen zwei Zah-
len dem Verhaltnis der Merkmalsauspragungen entspricht, d.h. auch Grolzenverhaltnis-
se der Auspréagungen der gemessenen Eigenschaft werden durch die Zahlen abgebildet.

Intervall- und Verhaltnisskala werden zusammenfassend als metrische Skala oder Kardi-
nalskala bezeichnet. Wir sprechen dann von metrischen Daten.

In der Literatur werden manchmal noch qualitative und quantitative Merkmale unterschie-
den. Unter qualitativen oder kategorialen Merkmalen versteht man dann nominalskalierte
(oft auch ordinalskalierte) Merkmale, wéhrend metrische Merkmale dann als quantitative
Merkmale bezeichnet werden. Vom Begriffspaar ,,qualitative vs. quantitative Merkmale*
rate ich eher ab, weil es zu Verwirrung fithren kann.*

Die Nominalskala hat das niedrigste Skalenniveau, die Verhaltnisskala das hochste. Je
hoher das Skalenniveau, desto hoher ist der Informationsgehalt der jeweiligen Daten und

! Eine Gleichsetzung von Nominaldaten mit qualitativen Daten ist nur bedingt richtig:

Qualitative Daten sind nicht-numerische Daten, v.a. verbales Material (z.B. Interviews, Briefe, Artikel, Beo-
bachtungsprotokolle), aber visuelles Material wie auch Bilder, Filme etc.. Verbale (also qualitative) Daten
kénnen durch eine quantitative Inhaltsanalyse in Nominaldaten Gberfihrt werden (vgl. Bortz & Ddoring,
1995). Im Allgemeinen werden verbale Daten aber interpretativ ausgewertet (qualitative Forschung).
Quantitative Daten sind numerische Daten (Zahlen), die statistisch analysiert werden kénnen. Nominaldaten
sind Haufigkeitsdaten, denn bei der Messung werden die Objekte verschiedenen Merkmalskategorien zuge-
ordnet, deren Haufigkeiten dann statistisch weiterverarbeitet werden kénnen; insofern kann man Nominalda-
ten als quantitative Daten auffassen.
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desto mehr Relationen, Rechenoperationen und statistische Kennwerte (Kennwerte: s.
S. 16f.) kann man auf die Daten anwenden:

sinnvolle Relationen und Operationen
Gleichheit/ groRer/kleiner; Differenzen/ Quotienten
Skalenniveau | Verschiedenheit; Ordnen, Rang- Abstande (Verhaltnis-
Auszéhlen reihe bilden berechnen zahlen) bilden
nominal ja nein nein nein
ordinal ja ja nein nein
intervall ja ja ja nein
verhéltnis ja ja ja ja

Man kann erhobene Daten jederzeit auf ein niedrigeres Skalenniveau transformieren; eine

nachtragliche Transformation auf ein hoheres Niveau ist aber nicht mdglich. Vom Skalen-

niveau des Datenmaterials hangt es ab, welche statistischen Verfahren wir anwenden kon-
nen.

Diskrete und stetige Variablen

Diskret (discrete) nennt man eine Variable, die als mogliche Werte nur bestimmte
Abstufungen hat, z.B. nur ganze Zahlen. Zur Benennung ihrer Auspragungen genigt die
Menge der natiirlichen Zahlen. (Exakte Definition: Eine diskrete Variable ist eine
Variable, die nur endlich viele oder abzéhlbar unendlich viele Werte annehmen kann.)

Stetig (continuous) nennt man eine Variable, bei der zwischen zwei Werten auch jeder
Zwischenwert moglich ist, sei das Intervall auch noch so klein. Zur Benennung ihrer Aus-
pragungen ist die Menge der rationalen Zahlen notwendig.

In der Praxis resultiert jedoch jede empirische Messung in diskreten Messwerten, auch
wenn im Einzelfall sehr viele unterschiedliche Messwerte mdglich sind. Beispiel: Das Al-
ter — obwohl als Zeit eigentlich eine stetige Variable — wird i.A. in Jahren gemessen. Jahre
sind eine diskrete Zeiteinheit. Daran wirde auch eine feinere Messung, z.B. in Sekunden,
nichts andern.

Dennoch ist die Unterscheidung ,,diskret vs. stetig* auch fur die angewandte Statistik rele-
vant. Die mathematische Statistik hat ndmlich flr diskrete und stetige Variablen (,,Zufalls-
variablen®, s. Kap. zur Wahrscheinlichkeitstheorie) theoretische Verteilungsmodelle ent-
wickelt, die wir flr die Inferenzstatistik bendtigen. Fur das Alter in Jahren z.B. benutzt
man theoretische Verteilungsmodelle fiir stetige Variablen, weil ein kontinuierliches
Merkmal zugrunde liegt.
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Konstrukte und Indikatoren

Merkmale, die unmittelbar wahrnehmbar (z.B. biologisches Geschlecht), durch einfache
Fragen direkt erfassbar (z.B. Einkommen) oder physiologisch messbar sind (z.B. Blut-
druck), bezeichnet man als manifeste Merkmale. Merkmale dagegen, die nicht direkt
wahrnehmbar/erfassbar/messbar sind, bezeichnet man als latente Merkmale oder theoreti-
sche Konstrukte: gedankliche Konstruktionen, die erst vor dem Hintergrund theoretischer
Uberlegungen eine Bedeutung erhalten, z.B. ,, Toleranz*, ,,Intelligenz*, bestimmte ,,Ein-
stellungen®, ,,iImage* oder ,,Sozialschicht".

In der empirischen Forschung haben wir es meist mit latenten Merkmalen zu tun. lhre O-
perationalisierung ist aufwéndiger als bei manifesten Merkmalen. Latente Merkmale oder
theoretische Konstrukte versucht man durch Indikatoren greifbar zu machen. Das sind di-
rekt wahrnehmbare Phdnomene, die man als manifeste VVariablen misst und mit deren Hilfe
man auf das VVorhandensein eines Konstruktes schlieRt. Indikatoren fiir das Konstrukt
»Feindschaft” kénnten etwa sein: (1) Anna gibt Berta Ohrfeigen, (2) Anna sagt: ,,Ich hasse
Berta®, (3) Anna beleidigt Berta bei einem Wortwechsel, (4) Anna lehnt die von Berta er-
betene Hilfeleistung ab (Beispiel von Prim & Tilmann, 1989).

Achtung: ,,A lehnt die von B erbetene Hilfeleistung ab* muss kein Zeichen von Feind-
schaft sein, sondern kann gerade eines von Freundschaft sein, die der Partnerin zu groRerer
Selbststandigkeit verhelfen will. Oder die Ohrfeige kann an einer nervlichen Uberlastung
liegen. Hier geht es um die Validitat, das ist das Ausmal, in dem Indikatoren tatséchlich
das messen, was sie messen wollen. Die Beobachtung ,,A lehnt die von B erbetene Hilfe-
leistung ab* ist fur sich genommen kein valider Indikator fur das Konstrukt ,,Feindschaft*.

Latente Merkmale sind meistens komplex, so dass wir mehrere Indikatoren brauchen. ,,0f-
fenheit gegentiber Ausléandern® wird z.B. nicht nur aus der Anzahl ausléandischer Freunde
erschlossen, sondern auch aus anderen Indikatoren, die dann durch entsprechende Fragen
und/oder Verhaltensbeobachtungen operationalisiert werden. Verschiedene Einzelindikato-
ren mussen dann wieder zu einem Gesamtwert (Index) zusammengefasst werden.

Aufgaben

1. Was ist ein Stichprobenumfang?

2. Was sind abhdngige Variablen, unabhdngige Variablen, Stérvariablen?
Konstruiere ein Beispiel.

3. Worin besteht der Unterschied zwischen einer experimentellen und einer quasi-experi-
mentellen Untersuchung?

4. Was ist eine Messung?
5. Was hat Messen mit den Skalenniveaus zu tun?

6. Uberlege dir zu jedem Skalenniveau ein Beispiel.
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7. Welche Operationen (+, —, -, /) und Relationen (=, #, <, >) sind mit den Daten der ver-
schiedenen Skalenniveaus moglich?

8. Was sind diskrete, was sind stetige Variablen? Bitte je ein Beispiel.

9. Was sind Indikatoren, und wozu braucht man sie?
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Deskriptive Statistik

Die deskriptive Statistik (descriptive statistics) dient der Beschreibung quantitativ-empiri-
scher Daten. Es geht darum, wie wir Daten und ihnen zugrunde liegende Muster sinnvoll
darstellen und zusammenfassen konnen. Darstellungsmittel der deskriptiven Statistik sind:

o Tabellen (z.B. Haufigkeitstabellen, oft kategorisiert)
o Grafiken (z.B. Balkendiagramm, Kreisdiagramm)

o statistische Kennwerte

Die durch deskriptive Statistik gewonnenen Aussagen gelten nur flr die untersuchte Stich-
probe. ,,Verallgemeinernde Interpretationen der deskriptiven statistischen Analyse, die
Uber das erhobene Material hinausgehen, sind spekulativ* (Bortz, 1999, S. 1).

Die Inferenzstatistik (schlieBende Statistik, analytische Statistik; inferential statistics) ist
der Gegenbegriff zur deskriptiven Statistik. Bei der Inferenzstatistik geht es darum, wie
und unter welchen Voraussetzungen man von den Ergebnissen einer Stichprobe auf die
,Grundgesamtheit* schlieBen oder hochrechnen kann:

« Auf der Basis von Stichprobenergebnissen kann man auf die Verteilung der Merkmale
von Personen/Objekten in der Grundgesamtheit schlief3en.

o Auf der Basis von Stichprobenergebnissen kann man Hypothesen Uberprufen, die sich
auf die Grundgesamtheit beziehen.

Der Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit ist immer mit einem Fehlerrisiko
behaftet. Dessen Hohe l&sst sich mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung bestimmen.

Haufigkeitsverteilung

Merkmalsauspragungen bzw. Messwerte treten in einer Stichprobe meistens mehrfach auf
(Haufung). Um sich eine Ubersicht tiber das Datenmaterial zu verschaffen, zahlt man, wie
oft jeder Messwert auftritt. Man unterscheidet dabei absolute Haufigkeiten (Beispiel von
S. 1: Das Alter 21 tritt zweimal auf) und relative Haufigkeiten (= Anteile oder %-Werte;
Beispiel: 50% unserer Ministichprobe sind 21 Jahre alt).

Statistik - Skript zur Einfiihrung - Peter Hautz - 2004 8



Das Ergebnis einer solchen Auszahlung ist eine Haufigkeitsverteilung (frequency distribu-
tion), d.h. die Zuordnung von Haufigkeiten zu den verschiedenen Messwerten der Stich-
probe bzw. zu den verschiedenen Merkmalsauspragungen. Das kann mit Hilfe einer Strich-
liste geschehen, die als Basis fur eine Haufigkeitstabelle dient. Absolute und relative H&u-
figkeiten konnen grafisch dargestellt werden, z.B. in Balkendiagrammen, Liniendiagram-
men, Histogrammen, Polygonziigen oder Kreisdiagrammen (s.u.).

Kategorisierung (Klassifizierung)

Wenn eine Variable sehr viele mogliche Merkmalsauspragungen hat bzw. wenn sie konti-
nuierlich ist, wére eine solche Haufigkeitsverteilung unubersichtlich und wenig aussage-
kréaftig. Deshalb fasst man in diesen Fallen &hnliche bzw. benachbarte Merkmalsauspra-
gungen zu Kategorien (Intervallen, Klassen) zusammen (classified variable). Erst nach der
Kategorisierung ordnet man die Haufigkeiten den (wenigen) Kategorien zu.

Da eine Kategorisierung immer einen Informationsverlust bedeutet, ist es meist besser, die
Daten nicht bereits kategorisiert zu erheben (eine Ausnahme sind sensible Daten), sondern
die feiner aufgel6sten, realen Daten selbst, und sie erst spater je nach Bedarf zu kategori-
sieren. Der Grund dafur ist, dass wir bei nicht-kategorisierten Werten mehr Moglichkeiten
der Datenauswertung haben.

Beispiel fur eine Kategorisierung: Nehmen wir an, 130 Personen geben in einer Befragung
ihr Haushalts-Nettoeinkommen an (n = 130). Person Nr. 1: 1.450 €, Person Nr. 2: 3.300 €,
..., Person Nr. 130: 2.100 €. Bevor es EDV gab, hat man die Ergebnisse einfach nachein-
ander in eine so genannte Urliste geschrieben: 1.450, 3.300, ..., 2.100 (hier bitte 130 Zah-
len denken). Man kann sich dann sinnvolle Kategoriengrenzen tberlegen, die Urliste
durchgehen, dabei jeden Wert mithilfe einer Strichliste einer Kategorie zuordnen und er-
hélt so die absoluten und relativen Haufigkeiten:

Haufigkeitstabelle: Haushalts-Nettoeinkommen in Euro (fiktives Beispiel)

abs. Haufigkeit rel. Haufigkeit

Kategorie k Strichliste (absolute Werte) (%-Werte)
bis unter 500 | 1 0,8
500 bis unter 1.000 i 12 9.2
1.000 bis unter 1.500 T 20 15,4
1.500 bis unter 2.000 NI 24 18,5
2.000 bis unter 2.500 (T 22 16,9
2.500 bis unter 3.000 (I 18 13,8
3.000 bis unter 3.500 (I 11 8,5
3.500 bis unter 4.000 1T 9 6,9
4.000 und mehr (e 13 10,0

n=130 100
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Heute gibt man die Daten in eine Datei ein, definiert die Kategorien und I&sst ein Statistik-
Programm (z.B. SPSS = Statistical Package for the Social Sciences) die Haufigkeitstabelle
erstellen.

Wie viele Kategorien bildet man, bzw. welche Kategoriengrenzen definiert man? Wenn
man viele Messwerte/Daten hat, kann man mehr Kategorien bilden als bei einem kleinen
Datenset. Faustregeln fur die Anzahl der zu bildenden Kategorien:

o Bezeichnen wir mit m die Anzahl der Kategorien und mit n die KollektivgroRe, dann ist
eine Faustregel fur eine optimale Anzahl von Kategorien: 2™ < n.

o Eine genauere Formel lautet: m~ 1 + 3,32 - Ig n (Bortz, 1999, S. 30), wobei Ig der Log-
arithmus zur Basis 10 ist.
Unser Beispiel: n = 130 Personen. Dannistm~ 1 + 3,32 - Ig 130 = 8,018 ~ 8.
Man sollte nach dieser Formel also 8 Kategorien bilden.

o Oft &ndert man die so erhaltene Anzahl der Kategorien etwas, um eingangige und sinn-
volle Kategoriengrenzen zu haben. Im Beispiel mit dem Nettoeinkommen folgen die
Kategoriengrenzen in 500er-Schritten aufeinander, wir haben dann 9 statt 8 Kategorien.

Anforderungen an Kategorien:

o Die Kategorien mussen eindeutig definiert sein und sich gegenseitig ausschlie3en (dis-
junkt sein), d.h. jeder Messwert kann nur in eine Kategorie gesteckt werden.

« Die Kategorien miissen erschopfend sein, d.h. jeder Messwert muss einer Kategorie
zuordenbar sein.

e Man sollte gleich breite Intervalle bilden, mit runden Zahlen als Intervallmitten, oder
mit runden Zahlen als Intervallgrenzen (z.B. Einkommen 1.500 bis 2.000 €)

e Man sollte zu einer Seite offene Klassen vermeiden. Wenn aber Minimum bzw. Maxi-
mum unbekannt sind, muss die unterste Klasse nach unten bzw. die oberste Klasse nach
oben offen bleiben (z.B. oberste Kategorie der Variablen Nettoeinkommen:

,4.000 und mehr®).

Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Im Folgenden geht es um Darstellungen von absoluten oder relativen Haufigkeiten fur ein-
zelne Variablen (genauer: um die Haufigkeiten der Auspragungen einzelner Variablen).

Die grafische Darstellung von Zusammenhdangen zwischen zwei oder mehr Variablen be-
handeln wir bei der Analyse von Zusammenhéngen (Kontingenz, Korrelation; dafur gibt es
z.B. gestapelte Balkendiagramme fiir nominale und Scatterplots fir metrische Daten).
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Balken- und Saulendiagramm (bar chart)

Balken- und S&ulendia-
gramme sind gut zur Dar- Werthaltungen
stellung der Haufigkeiten
von Auspragungen nomi-
naler und ordinaler Merk- Familiensinn 66%
male geeignet. Bei metri-
schen Merkmalen konnen Wichtigkeit der
wir es verwenden, wenn es | Selbstverwirklichung 58%
nur sehr wenige Auspré- im Beruf
gungen gibt und keine Lu-
cken in den Werten auftre- | Offenheit gegeniiber 50%
ten.2 Auslandern
In Abb. 1 représentieren Autoritére
. A . 20%
die Balken die Haufigkei- Einstellungen
ten der Auspragungen oder : : : ‘ ‘
Kategorien des Merkmals 0% 20%  40%  60%  80%  100%
»Werthaltungen®. Bei waa- Anteil der Befragten, bei denen die jeweilige
gerechten Balken, wie hier, Haltung stark vorhanden ist

spricht man von einem

Balkendiagramm, bei senk-  Abbildung 1: Haufigkeiten verschiedener Werthaltungen.
rechten von einem Saulen-  Quelle: Befragung von 163 Personen im Seminar Fragebogen-
diagramm (z.B. bei den konstruktion (P. Hautz, UdK Berlin, Januar 2001). Die Erfassung

Antworten auf die Sonn- Jeder Werthaltung geschah mit einer Batterie von Statements.

tagsfrage).

Die Langen der Balken sind proportional zu den Haufigkeiten. Die Balken sollten vom
Nullpunkt ausgehen, da sonst ein verzerrter Eindruck entsteht. Es werden nur die tatsach-
lich vorkommenden Auspragungen oder Kategorien dargestellt, keine ,,unbesetzten*
Auspragungen (im Ggs. zum Histogramm). Zwischen den Balken gibt es Zwischenrdume:
Die Balken beruihren einander nicht (im Ggs. zum Histogramm). Bei nominalen
Merkmalen ist die Anordnung der Balken willkirlich, die Reihenfolge der Balken darf
vertauscht werden (im Ggs. zum Histogramm), z.B. ordnet man die Balken manchmal nach
der Haufigkeit.

Wie das obige Beispiel (Abb. 1) zeigt, kann man mit einem Balkendiagramm auch Mehr-
fachantworten visualisieren. Dabei addieren sich die Haufigkeiten der einzelnen Antwort-
moglichkeiten zu mehr als 100% (das geht ja beim Kreisdiagramm nicht).

2 Wenn eine Variable dagegen sehr viele Auspragungen hat, ist eine Klassifizierung der Variablenwerte
empfehlenswert, damit Haufungen in bestimmten Wertebereichen tiberhaupt erkennbar sind. Dann ist ein
Histogramm (s.u.) die passende grafische Darstellung.
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Mit Saulendiagrammen
lassen sich auch Entwick-
lungen im Zeitverlauf dar-
stellen. Die Zeitabschnitte
werden dann auf der x-
Achse abgetragen, die S&u-
len stehen senkrecht (s.
Abb. 2).

Séulendiagramme sind zur
Visualisierung von Zeitver-
laufen nur dann geeignet,
wenn es um wenige Zeitab-
schnitte geht. Fir langere
Zeitreihen  benutzt man
Liniendiagramme (n&chste
Seite).

Abb. 3 zeigt ein gruppier-
tes Balkendiagramm, in
dem das Merkmal Ge-
schlecht hinzugefgt ist.

Anteil der Personen

ab 14 Jahre (in %)

100 -

80 -

60 -

40 -

20

44,1

2001

2002

53,5

2003

Abbildung 2: Entwicklung der Internet-Nutzung in Deutsch-

land in den letzten drei Jahren

(ARD/ZDF-Online-Studien 1998-2003)

Anteil der Manner bzw. Frauen

ab 14 Jahre (in %)

100 -

80 -

60 -

40

20

48,3

30,1

53,0

36,0

62,6

45,2

2001

2002

2003

O Manner
M Frauen

Abbildung 3: Entwicklung der Internet-Nutzung von Mannern
und Frauen in Deutschland in den letzten drei Jahren
(ARD/ZDF-Online-Studien 1998-2003)

Spéter wird als weitere Variante noch das gestapelte Balkendiagramm behandelt. Es wird
h&ufig verwendet, wenn man die Merkmalsauspragungen, deren Haufigkeiten man darge-
stellt, durch ein zweites Merkmal in Gruppen einteilt (s. Kap. Analyse von H&ufigkeiten,

Abschnitt Kreuztabellen).
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Liniendiagramm (line chart, line plot)

Das Liniendiagramm kann
Haufigkeiten von Auspra- 100 -
gungen metrischer Merk-
male darstellen. Es wird
sehr haufig zur Visuali-
sierung von Veranderun-
gen im Zeitverlauf benutzt
(der Zeitverlauf ist ja met-
risch, wenn die Zeitpunkte
auf der x-Achse gleich-
abstandig sind). Fir die
Wahrnehmung von Verlau-
fen ist das Liniendiagramm
besser geeignet als das
Saulendiagramm.

80

60 -
53,5

40 -

Anteil der Personen ab 14 Jahre (in %)

Die Haufigkeiten werden 20 -
durch miteinander verbun-
dene Punkte représentiert.
Die y-Achse sollte am
Nullpunkt beginnen, da
sonst ein verzerrter Ein-

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

druck entsteht.

Abbildung 4: Entwicklung der Internet-Nutzung in
Deutschland 1997 bis 2003 (ARD-Online-Studie 1997,
ARD/ZDF-Online-Studien 1998-2003)

Anmerkungen zum Liniendiagramm:

« Natlrlich kann man mit einem Liniendiagramm nicht nur Haufigkeiten darstellen, son-
dern auch andere Grol3en, wie z.B. Aktienkurse.

« Eine gute Moglichkeit, mehrere gleichartige Datensétze visuell miteinander zu verglei-
chen, ist ein Liniendiagramm mit mehreren Linienzigen.

o Bei mehreren Datensatzen bzw. mehreren Linien ,,darf* man ein solches Diagramm
auch dann verwenden, wenn das Merkmal auf der x-Achse nominal oder ordinal ist,
denn die in diesem Fall sonst verwendeten S&ulen waren dann untbersichtlich. Ach-
tung: Wenn das Merkmal auf der x-Achse nominalskaliert ist, kann durch Vertauschen
der Ausprégungen auf der x-Achse ein ganz anderer visueller Eindruck entstehen, was
IrrefUhrungen ermoglicht.
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Histogramm (histogram)

Die Haufigkeiten von Kategorien met- 40+
rischer Merkmale werden in Histo-

grammen oder in Polygonziigen (s.u.)
dargestellt. Nach Bortz (1999) sollte 301
das Histogramm nur fir diskrete Vari- g
ablen verwendet werden; es wird aber § 201
oft auch fir stetige Variablen verwen- 2
det. Histogramme sehen zwar &hnlich ?nf
aus wie Balkendiagramme, sind aber & '°]
keine. Die x-Achse eines Histogramms §

ist im Ggs. zum Balkendiagramm eine < Ol . . . . . e

durchgéngige, metrische Skala. > 1015 200 25 30 35 40

Angegebene Arbeitsstunden/Woche (Job)
Der Bereich zwischen dem kleinsten
und grolRten Wert des Merkmals (x-
Achse) wird in gleich grof3e Intervalle

Abbildung 5: Erwerbstatigkeit neben dem
Studium. Antworten von 116 GWK-Studieren-
den auf die Frage ,Wenn Sie regelmaBig arbei-

aufgeteilt; meist bildet man 5 bis 15 ten, wie viele Stunden die Woche?" (GWK-
Intervalle/Klassen. Zur Berechnung Evaluationsbericht 2002, an der Befragung
einer gunstigen Intervall- oder Klassen- nahmen 247 Studierende teil).

Auf der x-Achse sind die Intervallmitten ange-

anzahl m gibt es die oben genannten
geben.

Faustformeln (s. S. 10).

Die Haufigkeiten des Auftretens von Werten in den Teilintervallen werden durch séulenar-
tige Rechtecke darstellt. Die Flache eines Rechtecks ist proportional zur Haufigkeit des
Auftretens der betreffenden Klasse. Die Rechtecke sollten vom Nullpunkt ausgehen, da
sonst ein verzerrter Eindruck entsteht. Keine Leerrdume zwischen den Rechtecken lassen
(im Ggs. zum Balkendiagramm). Auf der x-Achse treten — im Ggs. zum Balkendiagramm
—alle Klassen auf. Fur die ,,unbesetzten* Klassen (d.h. die mit einer Haufigkeit von Null)
schrumpft die Hohe des Rechtecks auf die Nulllinie. Die Reihenfolge der Rechtecke bzw.
Teilflachen wird durch die Ordnung der Skala bestimmt und darf nicht vertauscht werden
(im Ggs. zum Balkendiagramm, wenn man nominale Variablen hat).

Vor jeder Analyse metrischer Variablen sollte man sich die Verteilung der Werte mit Hilfe
eines Histogramms veranschaulichen.
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Polygonzug (frequency polygon)

Fur Haufigkeiten von Kategorien met-
rischer Variablen, die stetig oder kiinst-
lich diskret sind. Ziel ist die Darstel-
lung der Haufigkeitsverteilung einer
Variablen (naherungsweise) als konti-
nuierliche Funktion.

Wir gehen von einem Histogramm aus
(es erscheint in der Abb. rechts zusatz-
lich zum Polygonzug) und n&hern die
kontinuierliche Funktion durch einen
Linienzug an, der die Mittelpunkte der
oberen S&ulenkanten verbindet. AufRen
endet der Linienzug jeweils eine halbe
Intervallbreite weiter auf der x-Achse.

40,

-/

10+ / \\

Ol : —L \\.A

5 10 15 20 25 30 35 40

Anzahl der Studierenden

Angegebene Arbeitsstunden/Woche (Job)

Abbildung 6: Histogramm und Polygonzug

Der Polygonzug ist auch ein Liniendiagramm, nur dass die Merkmalsauspragungen hier
keine Zeitpunkte, sondern gleichabstédndige Kategorienmitten sind.

Kreis- oder Tortendiagramm (pie chart)

Das Kreisdiagramm eignet sich fir %-
Anteile von Ausprdgungen nominaler
Merkmale (es ist zwar auch fur hoher
skalierte kategoriale Daten mdglich,
aber nicht zu empfehlen, weil im Kreis-
diagramm die ordinale Reihenfolge
nicht wiedergegeben wird; im Gegensatz
dazu kann das Balkendiagramm von
links nach rechts ordinal ansteigende
Werte représentieren).

Der Flachenanteil eines Kreissektors
entspricht der relativen Haufigkeit (%-
Anteil). Die einzelnen Sektoren durfen
nicht zu klein sein, weil es sonst uniiber-
sichtlich wird.

Die Anteile missen sich zu 100% addie-
ren (im Ggs. zum Balkendiagramm).

Volkshlatt
4%

Berliner

ZLeitung

3% B.Z.

Bild-Zeitung 30%
(Berlin-Ausg.)

14%
Tagesspiegel

20%

Berliner

Morgenpost
25%

Abbildung 7: Marktanteile West-Berliner
Zeitungen im Jahr 1993 (nach Held & Simeon,
1994)
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Grafische Darstellungen anderer Kennwerte

Nicht nur Haufigkeiten, sondern auch andere Kennwerte werden in Grafiken dargestellt,
z.B. Indizes im Zeitverlauf oder Mittelwerte in verschiedenen Gruppen.

Hierzu eignen sich besonders

« Balken- und Saulendiagramm
o Dbei Zeitverlaufen: Liniendiagramm
« bei zwei metrischen Variablen: Scatterplot (s. Kap. Lineare Zusammenhange)

« bei drei metrischen Variablen: Blasendiagramm (bubble chart), bei dem die Auspré-
gungen der dritten Variable durch die GroRe der Blasen dargestellt wird.

Statistische Kennwerte

Statistische Kennwerte sind Malie, die wichtige Eigenschaften einer Merkmalsverteilung
komprimiert ausdriicken. Man unterscheidet Mal3e der zentralen Tendenz und Dispersi-
onsmafe.

MaBe der zentralen Tendenz (LagemaBe)

Die zentrale Tendenz ist die Position besonders haufiger oder typischer Werte. Ludwig-
Mayerhofer (1998-2004) spricht vom ,,Schwerpunkt* eines Datenbiindels. Mal3e der zen-
tralen Tendenz (measures of location, measures of central tendency) reprasentieren alle
Messwerte zusammenfassend. Die wichtigsten Mal3e der zentralen Tendenz sind:

e Modalwert = Modus (mode), Notation: Mo
Der Modalwert ist der in einer Stichprobe am haufigsten vorkommende Wert einer Va-
riablen.

o Medianwert = Median = Zentralwert (median), Notation: Md
Der Median ist der Wert einer Variablen, unterhalb und oberhalb dessen jeweils die
Hélfte der Werte aller anderen Falle liegt. (Exakte Formulierung: Mindestens 50% der
Werte sind kleiner oder gleich dem Md, und mindestens 50% der Werte sind groRer
oder gleich dem Md.)

o Mittelwert = arithmetisches Mittel (mean, arithmetic mean), Notation: X, M, AM
Der Mittelwert einer Variablen ist die Summe der Werte bei allen Fallen, dividiert
durch die Anzahl der Félle (,,Durchschnitt®).
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DispersionsmaBe (StreuungsmaBe)

Dispersionsmalie (measures of dispersion, measures of spread) geben Auskunft Uber die
Unterschiedlichkeit der Messwerte. Bei einer kleinen Dispersion (Streuung) verteilen sich
die meisten Werte eng um einen Wert der zentralen Tendenz, bei einer groRen Dispersion
weit. Die wichtigsten Dispersionsmalie sind:

e Range = Variationsbreite = Spannweite
Der Range ist der Abstand zwischen dem niedrigsten und dem héchsten gemessenen
Wert einer Variablen, also zwischen Minimum und Maximum.

« Varianz (variance), Notation: s>
Die empirische Varianz ist eine Kennzahl flr die Dispersion von gemessenen Werten
um ihren Mittelpunkt herum. Je stérker die Messwerte der einzelnen Falle vom Mittel-
wert abweichen, desto groRer ist die Varianz einer Variablen. In die Berechnung der
empirischen Varianz gehen die quadrierten Abweichungen der einzelnen Werte von ih-
rem Mittelwert ein:

i(xi -%)?

n :
s = EZ(Xi ~—x)2=1=L_______ empirische Varianz der Variablen x
ni5 n

Zum Z-Zeichen, dem so genannten Summenzeichen, siehe den Exkurs auf der ndchsten
Seite.
Achtung: In der angloamerikanischen Literatur (und danach richtet sich auch Statistik-

n
_Z(Xi -x%)°
Software wie SPSS) wird die Varianz oft durch den Ausdruck ':1—1 definiert.
n -

Die Formel mit n—1 im Nenner wird benutzt, wenn man aus den Daten einer Stichpro-
be die Varianz in der Grundgesamtheit schatzen will (s. Kap. Stichprobentheorie). Fur

n
2 (Xi— X)°
die empirische Varianz einer Stichprobe verwenden wir jedoch s2 = i=1 -

Bei groRen n ergibt sich praktisch kein Unterschied zwischen den beiden Formeln.?

® Ludwig-Mayerhofer schreibt in seinem Internet-Lexikon der Methoden der empirischen Sozialforschung
(1998-2004) beim Stichwort Varianz: ,,Hinsichtlich der sprachlichen Bezeichnung der beiden angegebenen
Berechnungsmdglichkeiten fir die Varianz hat sich leider eine offensichtlich unaufhebbare Konfusion ein-
geburgert. Wie man durch eine schnelle Internetrecherche ebenso wie durch einen vergleichenden Blick in
eine Reihe von Lehrbiichern feststellen kann, werden die Begriffe "empirische Varianz", "Stichprobenvari-
anz" und manchmal auch nur "Varianz" alternativ fiir beide Formeln verwendet. Es kann also vorkommen,
dass ein Buch oder eine sonstige Quelle den Begriff "empirische Varianz" fur die erste und den Begriff
"Stichprobenvarianz™ fir die zweite Formel verwendet und das n&chste Buch genau umgekehrt verfahrt!
Wieder andere geben nur die eine oder die andere Formel an, ohne auf deren exakte Bedeutung hinzuweisen.
Beim Konsultieren statistischer Texte ist also hdchste Vorsicht geboten und es ist dringend erforderlich, sich
jeweils ein genaues Bild daruiber zu verschaffen, was mit “Varianz", "empirischer Varianz" oder "Stichpro-
benvarianz" gemeint ist.*
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« Standardabweichung (standard deviation, std. dev.), Notation: s oder SD
Die Standardabweichung ist die Quadratwurzel aus der Varianz. Oft wird nur kurz von
Streuung gesprochen. Der Begriff Streuung dient also einerseits als Synonym zum Beg-
riff Standardabweichung, andererseits als Oberbegriff flr alle Dispersionsmalie (Streu-
ungsmafe). Meist meint man mit Streuung die Standardabweichung.

o AD-Streuung (average deviation, mean absolute deviation), Notation: AD, MAD
Die AD-Streuung ist die durchschnittliche Abweichung vom Mittelwert.

Aufgaben

1. Definiere die statistischen Kennwerte Mo, Md, AM, Range, AD, s, s
a) in Worten,
b) durch die entsprechende Formel, falls es eine gibt.

2. Warum reichen die MaRe der zentralen Tendenz zur Charakterisierung einer Haufig-
keitsverteilung nicht aus?

3. Welchen Vorteil hat der Median gegenuber dem arithmetischen Mittel?

4. Berechne Mittelwert, Standardabweichung und AD-Streuung folgender (metrischer)
Werte:. 7 3 5 6 8

5. Welche statistischen Kennwerte kann man fir
a) nominalskalierte Daten
b) ordinalskalierte Daten
¢) metrische Daten
sinnvoll berechnen?

Exkurs: Rechnen mit dem Summenzeichen

Ein in der Statistik hiufig benutztes Operationszeichen ist das Summenzeichen, ein groRRes
griechisches Sigma (%). Es dient dazu, Summen abkiirzend zu notieren. Wir schreiben
z.B.:

4
Xp+ Xy +Xg+ X4 = 2% (lies: ,Summe aller x;-Werte fiir i von 1 bis 4
i=1

Das i ist der so genannte Laufindex. Man kann dafir auch beliebige andere Buchstaben
benutzen. Unterhalb des Summenzeichens wird die untere Grenze des Laufindex angege-
ben (erster Wert, im Beispiel: 1), oberhalb des Summenzeichens die obere Grenze (letzter
Wert, im Beispiel: 4).

Leider missen nicht immer nur einfache Werte einer Variablen aufsummiert werden. Hau-
fig handelt es sich um komplexere mathematische Ausdruicke. Beispiel:
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(xi2 +3a - xi)
i=1

Hier kann man das Summenzeichen behandeln, als ob es eine vor der Klammer stehende
Konstante wére, die zur Auflésung der Klammer mit jedem in der Klammer stehenden
Wert multipliziert werden muss.

Im Beispiel ergibt sich:
n 2 n 2 n n
Z(Xi +3a—Xi): in +Z3a—ZXi
i=1 i=1 i=1 i=1
Nun sind die einzelnen Summationen leichter durchzufihren.

Achtung: Auch Konstanten (z.B. 3a) mussen summiert werden. Da sich hier nichts veréan-
dert, kann statt 3a + 3a+...+ 3a auch n-3a geschrieben werden:

n n n
Z(x,2 +3a—xi):2xi2 +n-3a-Y X
= i—1 i1

Aufgaben

Bitte forme folgende Ausdriicke um: Wo kein Summenzeichen ist (wie bei Aufgabe 1),
kirze den Ausdruck mit Hilfe eines Summenzeichens ab. Wo bereits ein Summenzeichen
steht (wie bei Aufgabe 2), 16se den Ausdruck auf.

1. Bl+BZ+BS+B4:

n n
Achtung bei Aufgabe 6: Die Schreibweise > dx; +a ist zu interpretieren als (deiJ +a
i=1 i=1
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z-Transformation

Eine Transformation ist eine Umwandlung von Zahlenwerten. Die z-Transformation eines
Zahlenwertes besteht darin, dass seine Abweichung vom Mittelwert berechnet und dann
durch die Standardabweichung dividiert wird.

Formel fir die z-Transformation (bitte eintragen): Zi

Mit der z-Transformation werden metrische Zahlen- oder Messwerte standardisiert oder
normiert. Aus den urspringlichen Werten werden standardisierte Werte, so genannte
z-Werte (z-scores).

Die Verteilung der so entstandenen z-Werte hat immer einen Mittelwert von 0 und eine
Standardabweichung von 1. Mit anderen Worten: Durch eine z-Transformation wird jede
beliebige Verteilung in eine Verteilung mit Z = 0 und s, = 1 Uberfihrt. Der Verteilungstyp
andert sich dabei nicht: Die Form der Verteilung bleibt im Prinzip erhalten, nur wird die
Verteilung erstens zum Nullpunkt verschoben und zweitens gestaucht oder gedehnt.

Anwendung:

o Wenn man zwei Messwerte aus zwei verschiedenen Stichproben vergleichen will, geht
das nicht unmittelbar, denn wenn man ein Merkmal in zwei verschiedenen Stichproben
erhebt, resultieren in den beiden Stichproben i.a. verschiedene Mittelwerte und Stan-
dardabweichungen. Um nun einen Messwert aus der einen Stichprobe mit einem Mess-
wert aus der anderen Stichprobe vergleichen zu kdnnen, berechnen wir die beiden ent-
sprechenden z-Werte und vergleichen diese.

o Nach demselben Prinzip kann man auch die Messwerte zweier verschiedener Variablen,
die in einer Stichprobe erhoben wurden, aber unterschiedliche Mittelwerte und Stan-
dardabweichungen aufweisen, vergleichbar machen.

o Allgemein: Ein z-Wert druckt aus, wo der urspriingliche Messwert innerhalb seiner
Verteilung liegt.

Mit einer z-Transformation werden wir auch so genannte Normalverteilungen auf einen
Standardmalstab bringen und damit Rechenarbeit sparen (spéter, s. die Kap. ,,Wahrschein-
lichkeitstheorie®, ,,Stichprobentheorie“ und ,,Hypothesen und ihre Uberpriifung®). Die
z-Transformation wird auch, aber nicht nur auf Normalverteilungen angewendet.

(Anmerkung: Von der z-Transformation muss eine andere Transformation, die so genannte
Fisher’s Z-Transformation, unterschieden werden. Hierauf gehen wir hier nicht ein.)
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Aufgabe

Nehmen wir an, wir kénnen mit physiologischen Messungen den Grad der Aktivierung
beim Betrachten eines Werbespots registrieren (von 0 in vollkommener Ruhe bis 100 als
hochstmaogliche Aktivierung).

Eine Testperson sieht nun einen Werbespot fir eine Sportbekleidungsmarke und einen
Werbespot fiir einen Mobilfunkanbieter. Die Person gehdrt bei beiden Produktbereichen
zur jeweiligen Zielgruppe. Beim Betrachten des Sportbekleidungsspots zeigt unsere Test-
person eine Aktivierung von 50, beim Mobilfunkspot eine von 43. Aufgrund von Untersu-
chungen, die mit vielen Betrachtern der Zielgruppen durchgefuhrt wurden, kennen wir die
durchschnittlichen Aktivierungsgrade

- bei der Sportbekleidungsmarke: X; =44 (mit einer Streuung vons; =12) und

- bei dem Mobilfunkanbieter: X, =40 (mit einer Streuung vons, =4).

Von welchem Spot wurde die Testperson — gemessen am Aktivierungspotential des Pro-
duktbereichs — starker aktiviert?
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Wahrscheinlichkeit P (P steht flir probabilite) ist ein quantitatives MaR, das die Si-
cherheit oder Unsicherheit tiber das Eintreten eines Ereignisses ausdriickt. Ereignisse wer-
den im Rahmen von Zufallsexperimenten modelliert:

Zufallsexperiment

Ein Zufallsexperiment ist ein reales oder gedachtes Experiment, das beliebig oft wiederholt
werden kann, nach einer bestimmten Vorschrift ausgefuhrt wird und dessen Ergebnis nicht
mit Sicherheit vorhersagbar ist (also ,,vom Zufall abhangt*).

Das Ergebnis oder der Ausgang eines Zufallsexperiments hei3t Ereignis. Ein Elementarer-
eignis ist ein Ereignis, das nicht weiter in andere Ereignisse zerlegbar ist. Der Ereignis-
raum (sample space) ist die Menge aller moglichen Elementarereignisse. Als Symbol flr
den Ereignisraum dient Q oder S.

Beispiel:

»~Werfen eines Wirfels* ist das Zufallsexperiment,

{6}, {gerade Augenzahl}, {5}, {Augenzahl Kkleiner als 3} sind Ereignisse,
{6}, {5} sind Elementarereignisse (es gibt noch vier weitere),
Q={1,2,3,4,5, 6} ist der Ereignisraum.

Jedes Ereignis ist also eine Teilmenge des Ereignisraums und setzt sich aus einem oder
mehreren Elementarereignissen zusammen.
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Wahrscheinlichkeitskonzepte

Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten eines Ereignisses A, symbolisiert durch P(A), ist
eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 (oder zwischen 0% und 100%), die dem Ereignis zuge-

ordnet wird und die bestimmten Axiomen genlgt (Néheres zu den Axiomen s. z.B. Bortz,

1999, S. 53). Man unterscheidet drei Konzepte von Wahrscheinlichkeit:

1. Subjektive Wahrscheinlichkeit

Die subjektive Wahrscheinlichkeit charakterisiert die Starke der inneren Uberzeugung dar-
uber, ob ein Ereignis eintrifft. Es gibt sie bei wiederholbaren und bei nicht-wiederholbaren
(d.h. nur einmalig auftretenden) Ereignissen.

2. Empirische Wahrscheinlichkeit

Die empirische (statistische) Wahrscheinlichkeit gilt fur wiederholbare Ereignisse, die
nicht unbedingt gleich wahrscheinlich sein missen. Die empirische Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses A wird aufgrund empirischer Daten geschatzt, wobei als Schatzwert die
relative Haufigkeit bei einem n-mal wiederholten Zufallsexperiment dient:

n Anzahl der Wiederholungen (Versuche) des Zufallsexperiments

N, absolute Haufigkeit des Auftretens des Ereignisses A bei n Wieder-
holungen

nTA relative Haufigkeit des Ereignisses A = Schatzwert fur P(A)
(Exakt: P(A) = Grenzwert der relativen Haufigkeit des Ereignisses

A, wenn n gegen unendlich geht).

3. Theoretische Wahrscheinlichkeit

Die theoretische (klassische) Wahrscheinlichkeit gilt fur wiederholbare, gleich wahr-
scheinliche und einander ausschlie3ende Ereignisse. Sie l&sst sich rein theoretisch berech-
nen:

k Anzahl der moglichen Elementarereignisse

Ka Anzahl der Elementarereignisse, aus denen das Ereignis A besteht
P(E) :% Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten des Elementarereignisses E
P(A) = kTA Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten des Ereignisses A
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Beispiel:

Im Zufallsexperiment ,,Roulette* ist k = 37.

Fir das Ereignis ,,Rot“ gilt kg, = 18.

Die Wahrscheinlichkeit fir eine bestimmte Zahl betragt jeweils P(E) = 3—17 .
. . g w ) _ Kgot _ 18 _
Die Wahrscheinlichkeit fir ,,Rot* betrdgt P(Rot) = —= = i 48,65%.

Schreibweise: Fir die theoretische Wahrscheinlichkeit wird statt P manchmal auch das
Symbol = (griech. pi) verwendet, was aber nichts mit der Kreiszahl t zu tun hat.

Zusammenfassung: Der Berechnung sowohl empirischer als auch theoretischer Wahr-
scheinlichkeiten liegt folgender Gedanke zugrunde:

_Anzahl der glnstigen Ereignisse
Anzahl der mdglichen Ereignisse

P(A)

Aufgaben

1. Wir werfen zwei Miinzen. Wie sieht der Ereignisraum dieses Zufallsexperiments aus?

2. Uberlege dir zu jedem der drei Wahrscheinlichkeitskonzepte ein Beispiel.

Rechenregeln

Aus dem Abschnitt ,,Rechenregeln® reicht fur die Priifung/Klausur aus: Die Berechnung
der Wahrscheinlichkeit eines Komplementarereignisses.

Komplement, Komplementarereignis
Schreibweise: A steht fiir ein beliebiges Ereignis. A symbolisiert das Komplement oder

Komplementérereignis des Ereignisses A (also ,,nicht A“, ,,das Gegenteil von A*). Die
Wahrscheinlichkeit des Komplementarereignisses wird so berechnet:

P(A)=1-P(A)

Andersherum geht’s auch: P(A) =1-P(A)
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Additionssatz

Fur zwei einander ausschlieBende Ereignisse A und B eines Zufallsexperiments gilt:
Die Wahrscheinlichkeit, dass A oder B (logisches ODER) eintreten, ist

P(AuB)=P(A)+P(B)

Allgemein: Fur zwei beliebige Ereignisse A und B eines Zufallsexperiments gilt:
Die Wahrscheinlichkeit, dass A oder B oder beide (logisches ODER) eintreten, ist

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Die zweite Formel schlieRt die erste mit ein.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A) (lies: ,,P von B unter der Bedingung A“) ist die

Wabhrscheinlichkeit fir das Ereignis B unter der Bedingung, dass das Ereignis A bereits
eingetreten ist:

P(ANB)

P(BIA) ==

Fur die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B unter der Bedingung A ist der
zugehdrige Ereignisraum nicht mehr der urspringliche (also nicht mehr ), sondern einge-
schrénkt auf das Ereignis A.

Multiplikationssatz

Fir zwei voneinander unabhangige Ereignisse A und B eines Zufallsexperiments gilt:
Die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl A als auch B eintreten (logisches UND), ist

P(AnB)=P(A)-P(B)

Allgemein: Fur zwei beliebige Ereignisse A und B eines Zufallsexperiments gilt:
Die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl A als auch B eintreten (logisches UND), ist

P(AnB)=P(A)-P(B|A)

Die zweite Formel schlieRt die erste mit ein.
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Aufgaben

1. Es wird mit einem idealen Spielwirfel gespielt. Es sei dreimal hintereinander eine ,,6“
erschienen. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit daftr, dass auch der vierte Wurf eine
,0 ist?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fir ein unmogliches Ereignis?
Wie nennt man ein Ereignis A, dessen Auftretenswahrscheinlichkeit P(A) = 1 ist?

Was ist ein Komplementérereignis? Beispiel?

o M w DN

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fir das Komplementérereignis von A,
wenn P(A) = 0,3 ist?

6. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem gut gemischten Skatspiel (32 Karten)
mit einmaligem Ziehen einen Konig zu ziehen?

7. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem gut gemischten Skatspiel mit einmali-
gem Ziehen einen Konig oder eine Dame zu ziehen?

8. Bei einer Prifung wird fur jeden Prufling eine von zehn vorgegeben Priifungsfragen per
Los gezogen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dass von drei Studierenden
a) alle die erste Frage gestellt bekommen?
b) alle die gleiche Frage gestellt bekommen?

9. Aus einem gut gemischten Skatspiel werden nacheinander zwei Karten gezogen. Die
zuerst gezogene Karte wird nicht zurlickgesteckt. Berechne die Wahrscheinlichkeiten
fur folgende Ereignisse:

a) Beim ersten Ziehen kommt Kreuz und beim zweiten Ziehen Herz.
b) Beim ersten Ziehen kommt Kreuz oder Herz.

Zufallsvariable und ihre Funktionen

Zufallsvariable

Oft betrachtet man nicht den Ereignisraum selbst, sondern stattdessen eine Zahlenmenge:
Man ordnet jedem moglichen Elementarereignis des Ereignisraums eine reelle Zahl zu.
Durch diese Abbildung entsteht eine Zufallsvariable (random variable), deren Zahlenwerte
fiir einzelne Elementarereignisse stehen. Einen konkreten Zahlenwert nennt man Realisati-
on der Zufallsvariablen.

Schreibweise: Zufallsvariablen werden mit GrolRbuchstaben gekennzeichnet (X oder Y
etc.); die dazugehorigen moglichen Werte oder Realisationsmdglichkeiten der Zufallsvari-
ablen mit Kleinbuchstaben (X1, X2, X3, ... oder yi, Y2, Y3, ... etc.).

Jedes Elementarereignis bzw. jede Realisation x; der Zufallsvariablen X tritt mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit auf, die dem x;-Wert zugeordnet wird.
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion (probability function) gibt fiir jeden moglichen x;-Wert
der diskreten Zufallsvariablen X an, mit welcher Wahrscheinlichkeit er auftritt. D.h. die
Wahrscheinlichkeitsfunktion f ordnet jedem mdoglichen x-Wert (und damit jedem Element
des Ereignisraumes) eine Wahrscheinlichkeit P zu:

f(x;) = P(X =x;) oder kurz: f(xj) = pj

Beispiel: Beim Zufallsexperiment ,,Werfen eines Wirfels* lautet die Wahrscheinlichkeit,
eine ,,5* zu warfeln, also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {5}, wie folgt:

f(5) = P(X = 5) = = = 0,1667 = 16,67%

1
6

Grafisch 1&sst sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion durch ein Stabdiagramm darstellen. In
unserem Beispiel resultiert ein Diagramm mit sechs gleich hohen St&ben der Hohe 0,1667.

Die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten ist immer gleich 1: Y f(x;) => p; =1
allei allei

Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion)

Bei stetigen Zufallsvariablen kann nicht die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten einzelner
Elementarereignisse berechnet werden, sondern die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten
von Ereignissen, die sich in einem bestimmten Intervall befinden.

Eine Wahrscheinlichkeitsdichte oder Dichtefunktion (probability density function) gibt an,
mit welcher Wahrscheinlichkeit die stetige Zufallsvariable X einen Wert zwischen a und b

annimmt. Diese Wahrscheinlichkeit berechnet sich als Integral der Dichtefunktion f zwi-
schen den Intervallgrenzen a und b:

b
P(a< X <h)= [f(x)dx

Grafisch wird die Dichtefunktion als stetige Kurve wiedergegeben.

Die Gesamtflache zwischen x-Achse und der Kurve der Dichtefunktion ist auf 1 normiert:

Tf (xX)dx =1

—00
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Verteilungsfunktionen

Die Verteilungsfunktion (distribution function) F(x) einer Zufallsvariablen X ist die Funk-
tion, die die Wahrscheinlichkeit daftir angibt, dass die Zufallsvariable X hochstens den
Wert x annimmt:

F(X) = P(X <Xx)
Verteilungsfunktionen gibt es fir diskrete und fir stetige Zufallsvariablen:

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen ist die kumulierte Wahrschein-
lichkeitsfunktion. Kumuliert wird durch Summieren der Einzelwahrscheinlichkeiten:

F(x) =P(X<x) = > f(x;) fiir eine diskrete Zufallsvariable X

Xj<X

Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen ist das Integral der Dichtefunktion:

X
FO)=P(X<x)= [f(t)dt fur eine stetige Zufallsvariable X

—00

D.h. bei der Verteilungsfunktion fir eine stetige Zufallsvariable ist F(x) gleich dem Fl&-
cheninhalt unter dem Graphen der Funktion f von —oo bis zum Wert x.

Aufgaben

1. Was ist eine Zufallsvariable? Was sind diskrete, was sind stetige Zufallsvariablen?

2. Stelle eine Wahrscheinlichkeitsfunktion grafisch dar und veranschauliche die Wahr-
scheinlichkeit fir einen ganz bestimmten Wert der Variablen X.

3. Zeichne den Graphen einer Dichtefunktion und veranschauliche die Wahrscheinlichkeit
fr das Auftreten eines Wertes der Variablen X, der einen bestimmten Wert X nicht -
berschreitet.

4. Wie Aufgabe 3, aber veranschauliche die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten eines
Wertes der Variablen X in einem bestimmten Intervall.

5. Mache dir an der Grafik aus Aufgabe 4 klar, dass gilt:
P@<X<b) = F(b)-F(a)
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Verteilungsmodelle

Die meisten Zufallsvariablen konnen durch einige Verteilungsmodelle beschrieben wer-
den. Das trifft fir viele empirisch beobachtbare Verteilungen zu, v.a. aber auch fir Vertei-
lungen von statistischen Kennwerten (— Stichprobentheorie). Hier werden nur zwei Ver-
teilungsmodelle behandelt.

Gleichverteilung

Gleichverteilung einer diskreten Zufallsvariablen heif3t, dass alle k méglichen Ereignisse
bzw. x;-Werte gleich wahrscheinlich sind:

f(x) = % firallei=1, ... k

Beispiel: Beim Wurfel haben alle sechs Elementarereignisse jeweils die Wahrscheinlich-
keit f(x;) = 1/6 = 0,1667.

Grafisch l&sst sich eine solche Wahrscheinlichkeitsfunktion als Stabdiagramm mit lauter
gleich hohen Staben oder Saulen darstellen.

Bei einer stetigen Zufallsvariablen hat die Funktionsvorschrift flir eine Gleichverteilung
einen konstanten Wert (welchen, interessiert uns hier nicht). Der Graph der Dichtefunktion
ist deshalb eine Gerade parallel zur x-Achse.

Es gibt weitere Verteilungsformen fur diskrete Zufallsvariablen und wiederum andere Ver-
teilungsformen fur stetige. Im Folgenden betrachten wir das wichtigste Verteilungsmodell
der Inferenzstatistik.

Normalverteilung

Die Normalverteilung ist ein Verteilungsmodell fir stetige Zufallsvariablen und wurde von
Carl Friedrich Gaul3 entwickelt (,,Gaullsche Glockenkurve®). Der Begriff bezeichnet eine
ganze Klasse von symmetrischen, glockenférmigen Verteilungen, die sich in ihrem Mit-
telwert (Erwartungswert) p und in ihrer Streuung o unterscheiden (u: griech. my; o:
griech. sigma).

p und o sind die so genannten Parameter in der Funktionsgleichung der Normalverteilung
(s. Abb. 8 auf der néachsten Seite). Der Wert von o bestimmt, ob die Verteilung breit und
flach oder eng und hoch ist. Normalverteilungen mit gleichem p und o sind identisch.
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Abbildung 8: Normalverteilung (aus Pitman, 1993, S. 93)

Alle Normalverteilungen haben folgende Eigenschaften:

« Sie sind glockenférmig und symmetrisch.

o Bei Normalverteilungen ist Mo = Md = p. Das Maximum ist also an der Stelle p.

o Die Kurve der Dichtefunktion n&hert sich asymptotisch der x-Achse.

o Zwischen den zu den Wendepunkten gehorenden x-Werten, das ist der Bereich von
u—o bis u+o (kurz: der Bereich u+ o), befinden sich ca. 68% der Flache. In Ab-
bildung 8 ist dieser Bereich markiert. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert einer nor-
malverteilten Variablen in diesen Bereich fallt, betrdgt ca. 68%.

e Im Bereich u+2c befinden sich sogar ca. 95,5% der Flache.

Wozu brauchen wir die Normalverteilung?

1. Die Normalverteilung ist eine empirisch haufig beobachtbare Verteilung

o Wenn wir wissen, dass sich die Messwerte eines Merkmals normalverteilen, kénnen
wir ausrechnen, wie viele der Messwerte in bestimmte Bereiche fallen. Zum Bei-
spiel: Wie groR ist eine Personengruppe, etwa eine Zielgruppe, die einen Index tber
einem bestimmten Wert aufweist (s. dazu die Aufgabe auf S. 32).

o Wir kénnen priifen, ob ein empirisch gemessenes Merkmal sich annahernd normal

40

A
/ \

N

0= : : : : D
5 10 15 20 25 30 35 40

Anzahl der Studierenden

Angegeb Arbei len/Woche (Job)

verteilt. Mit den Daten, die z.B. dem
Histogramm von S. 14 zugrunde liegen,
kénnen wir prufen, ob sich die wochent-
liche Arbeitszeit neben dem Studium bei
GWAK-Studierenden normalverteilt. Hier-
fiir gibt es zwei Mdglichkeiten: Man
kann es zum einen optisch priifen (grobe
Prifung, s. Abbildung links). Zum ande-
ren kann man auch ausrechnen, ob die
Merkmalsverteilung einer Normal-
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verteilung entspricht. Das ist relevant, weil viele Verfahren des statistischen Hypo-
thesentestens nur anwendbar sind, wenn die Merkmale ann&hernd normalverteilt
sind.

2. Die Normalverteilung ist ein Verteilungsmodell fiir Stichprobenkennwerte

« Mithilfe eines Verteilungsmodells fir Stichprobenkennwerte (was das genau ist:
— Kap. Stichprobentheorie) kénnen wir die Fehlertoleranzen errechnen, die sich
beim Hochrechnen von Stichproben auf die Grundgesamtheit ergeben (— Abschnitt
Intervallschatzung im Kap. Stichprobentheorie).

« Mithilfe eines Verteilungsmodells fir Stichprobenkennwerte kbnnen wir das Fehler-
risiko berechnen, das wir eingehen, wenn wir uns fiir oder gegen eine Hypothese ent-
scheiden (— Kap. Hypothesen und ihre Uberpriifung).

Standardnormalverteilung

Wichtig fur uns ist, dass wir normalverteilte Werte — wie andere Werte auch — mit einer
z-Transformation standardisieren konnen. Weil Mittelwert und Streuung bei Normalvertei-
lungen mit p und o bezeichnet werden, sieht die Formel flr die z-Transformation dann
anders aus als bisher, ndmlich

z-Transformation fur normalverteilte x;-Werte

Durch eine z-Transformation wird jede Normalverteilung in die Standardnormalverteilung
uberfihrt, das ist die Normalverteilung mit u = 0 und ¢ = 1 (Abb. 9). Beliebige Normal-
verteilungen kdnnen dadurch standardisiert bzw. vergleichbar gemacht werden.

Abbildung 9: Standardnormalverteilung (aus Pitman, 1993, S. 96)

Vorteil: Wir kdnnen alle Normalverteilungen, mit denen wir es zu tun haben, in die Stan-
dardnormalverteilung umwandeln. Dabei verschieben sich alle Werte maf3stabsgetreu, und
wir brauchen nur mit der Standardnormalverteilung zu rechnen. Die Werte der Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung, also die zu den x-Werten gehdrenden Fla-
chenanteile, gibt es fertig in Tabellen (z.B. Tabelle B in Bortz, 1993, 4. Aufl., S. 694-698
oder Bortz, 1999, 5. Aufl., S. 768-772).
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Aufgabe

Fur diese Aufgabe brauchst du eine Tabelle mit der Verteilungsfunktion (Flachenanteile)
der Standardnormalverteilung (z.B. Tabelle B in Bortz, 1999, S. 768ff.):

In einer Untersuchung zur Markenaffinitat werden verschiedene Konstrukte durch Items in
einem Fragebogen erfasst. Items flr das Konstrukt Extraversion sind z.B. ,,Ich habe gern
viele Leute um mich herum* oder ,,Ich ziehe es gewdhnlich vor, Dinge allein zu tun®. Die
Befragten kreuzen an, inwieweit die jeweiligen Aussagen auf sie zutreffen. Aus vielen zum
Konstrukt Extraversion gehdrenden Items wird fiir jede Person ein Extraversions-Rohwert
berechnet. Diese Werte verteilen sich in der Bevolkerung normal. Sie werden dann der
Ubersichtlichkeit halber normiert, so dass ein mit p = 100 und o = 10 normalverteilter
Extraversions-Index (E-Index) entsteht.

a) Wie viel Prozent der Bevolkerung haben dann einen E-Index von tber 100?
b) Wie viele haben einen E-Index zwischen 90 und 100?
c) Wie grol3 ist der Prozentsatz derer, die einen E-Index zwischen 103 und 105,7 haben?

d) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dass jemand einen ,,von den meisten Men-
schen abweichenden E-Index unter 80 oder Gber 120 hat?

e) Wie viel Prozent haben einen ,,iberdurchschnittlichen* E-Index, soll hier bedeuten:
uber 110?
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Stichprobentheorie

Die Gesamtheit aller Personen oder Objekte, iber die etwas ausgesagt werden soll, heil3t
Grundgesamtheit oder Population. Populationen sind meistens so grof3, dass man keine
Vollerhebung durchfihrt, sondern nur eine Stichprobe untersucht.

Eine Stichprobe ist eine Teilmenge der Population, die fiir eine statistische Untersuchung
ausgewahlt wird. Sie soll die Population méglichst genau abbilden, d.h. sie soll représenta-
tiv fr die Population sein. Eine Stichprobe kann fir eine Population in Bezug auf alle
Merkmale repréasentativ sein (globale Repréasentativitat) oder nur in Bezug auf bestimmte
Merkmale (spezifische Reprasentativitat). Die Anzahl der Personen oder Objekte in einer
Stichprobe heil3t Stichprobenumfang und wird mit n symbolisiert.

Die Représentativitét einer Stichprobe fir die Population, aus der sie stammt und Uber die
Aussagen gemacht werden sollen, hangt weniger vom Stichprobenumfang ab als vom
Auswahlverfahren. Eine hohe Représentativitat erreicht man v.a. durch Zufallsverfahren
(z.B. einfache Zufallsstichprobe, geschichtete Stichprobe), aber auch mit dem Quotenver-
fahren. Im Folgenden werden verschiedene Verfahren beschrieben.

Stichprobenarten (Auswahlverfahren)

Zufallsverfahren (Wahrscheinlichkeitsauswahlverfahren)

« Einfache Zufallsstichprobe (simple random sample) heif3t: zufallige Auswahl von
Elementen aus einer Population, jedes Element kann mit gleicher Wahrscheinlichkeit
ausgewahlt werden. Man geht dabei vom Urnenmodell aus: Alle Elemente der Popula-
tion sind in einer Liste/Datei verzeichnet, aus der dann bestimmte Elemente per Zufall
ausgewahlt werden, z.B. per Los oder mithilfe von Zufallszahlen.

Okonomischer bzw. durch die Einbeziehung von Vorkenntnissen iiber die relevanten
Merkmale in der Population spezifischer und préziser sind folgende Verfahren:

o Geschichtete Stichprobe (stratified sample): Wenn man Merkmale (Determinanten)
kennt, die die untersuchungsrelevanten Merkmale beeinflussen, kann man eine Stich-
probe zusammenzustellen, die in Bezug auf diese Determinanten représentativ fur die
Population ist (spezifische Reprasentativitat). Welche Determinanten man dazu aus-
waéhlt, hédngt ab vom Thema der Untersuchung, von der Fragestellung und von bereits
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vorhandenen Theorien und Erkenntnissen. Determinanten konnen z.B. Alter oder Ein-
kommen sein. Die Population wird anhand der Determinanten in Schichten (Strata) auf-
geteilt; jeder Merkmalsauspragung bzw. -kombination entspricht eine Teilpopulati-
on/Schicht. Aus jeder Schicht wird jeweils eine Zufallsstichprobe (oder, wenn das nicht
geht, eine Klumpenstichprobe, s.u.) gezogen. Im Idealfall der proportional geschichte-
ten Stichprobe wird die Stichprobe so ausgewdhlt, dass die prozentuale Verteilung der
Schichtungsmerkmale in der Stichprobe der prozentualen Verteilung in der Population
entspricht.

o Eine Klumpenstichprobe (cluster sample) besteht aus mehreren zufallig ausgewahlten
Teilmengen (Klumpen, cluster), die schon vorgruppiert sind. Z.B. werden mehrere
Schulklassen anhand eines vollstdndigen Verzeichnisses von Schulklassen zufallig aus-
gewahlt und dann vollstandig befragt. Anderes Beispiel: Wahlkreise.

o Mehrstufige Stichprobe (multi-stage sample): Mehrere Zufallsauswahlen werden hin-
tereinander geschaltet. So kann man zunéchst eine Klumpenstichprobe mit grof3en
Klumpen ziehen, dann aus den Klumpen Zufallsstichproben ziehen. Auch mehr als zwei
Stufen sind moglich.

Nicht-Zufallsverfahren (bewusste Auswahlverfahren)

o Ad-hoc-Stichprobe: Auswahl aufs Geratewohl oder willkirlich, d.h. Auswahl weder per
Zufall noch mit einem festgelegten Auswahlplan. Beispiele: willkurliche Stral3enbefra-
gungen; ,,zufallig” anwesende Teilnehmerlnnen eines Seminars. VVor solchen Erhebun-
gen wird gewarnt. Wenn ausnahmsweise Ad-hoc-Stichproben erhoben werden, missen
die Besonderheiten der jeweiligen Stichprobe explizit diskutiert und Verallgemeinerun-
gen sehr vorsichtig formuliert werden.

o Auswahl typischer Falle (theoretical sampling): Auswahl von Fallen, die als besonders
charakteristisch angesehen werden. So geht man z.B. im qualitativen Forschungsansatz
Grounded Theory vor.

e Quotenstichprobe: Auch hier kennt man die Merkmale, beztiglich derer die Stichprobe
reprasentativ sein sollte. Die Stichprobe wird so zusammengestellt und angepasst, dass
die Verteilung der relevanten Merkmale in der Stichprobe der Verteilung dieser Merk-
male in der Population genau entspricht. Bei der Quotenstichprobe handelt es sich nicht
um eine geschichtete Stichprobe, sondern um eine bewusste Auswahl von Personen in
gewinschter Haufigkeit, die die entsprechenden Merkmalsauspragungen haben. Dazu
erhalt der/die Forscherln oder InterviewerIn eine Quotenanweisung mit vorgegebenen
Prozentanteilen (Quoten) flr bestimmte Merkmalsauspragungen. Das Quotenverfahren
ist sehr 6konomisch, seine Reprasentativitdt aber umstritten. In empirischen Verglei-
chen mit Zufallsverfahren schneidet das Quotenverfahren jedoch gar nicht schlecht ab,
so dass ich es — unter der VVoraussetzung, dass mehrere Interviewerlnnen zum Einsatz
kommen — als pragmatische Losung empfehlen kann.
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Stichprobenkennwerte und Parameter

Um die Merkmalsverteilung einer Stichprobe zu charakterisieren, benutzen wir statistische
Stichprobenkennwerte, die wir mit lateinischen Buchstaben bezeichnen, z.B.

e X Mittelwert in der Stichprobe
e s Streuung in der Stichprobe
e p relative Haufigkeit (Prozentanteil) in der Stichprobe

e r Korrelation in der Stichprobe (Korrelation: — Kap. Lineare Zusammenhénge)

Bei Populationen sprechen wir stattdessen von Parametern oder Populationsparametern
und bezeichnen sie mit griechischen Buchstaben, z.B.

e u Mittelwert in der Population
e o Streuung in der Population
o 7 relative Haufigkeit (Prozentanteil) in der Population

e p Korrelation in der Population (p: griech. rho)

(Von Parametern sprechen wir ubrigens nicht nur bei Populationen, sondern auch bei theo-
retischen Verteilungen, — Normalverteilung).

Anhand der Ergebnisse einer Stichprobe (Stichprobenkennwerte) wollen wir einen Riick-
schluss auf die unbekannten Verhaltnisse in der Population (Parameter) ziehen. D.h. wir
wollen z.B. den Mittelwert p der Population schatzen, indem wir aus der Stichprobe den
Mittelwert X berechnen. Bei einer solchen Schétzung von p gibt es ein Fehlerrisiko, des-
sen Hohe mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung quantifiziert werden kann.

Die folgenden Uberlegungen dienen der Beantwortung der Frage: Wie brauchbar ist der
Stichprobenkennwert X als Schatzwert fur den Populationsparameter u? Mit anderen Wor-
ten: Wie genau ist die Schatzung und wie groR3 die Fehlertoleranz?

Stichprobenkennwerte-Verteilung

Gedankenexperiment: Wir ziehen aus einer Population sehr viele (theoretisch unendlich
viele) gleich groRe Zufallsstichproben und errechnen aus jeder einzelnen Stichprobe einen
Stichprobenkennwert. Wir wéhlen als Stichprobenkennwert den Mittelwert, weil er am
héaufigsten verwendet wird; es geht natdrlich auch mit anderen Kennwerten. Die Stichpro-
benkennwerte unserer vielen Stichproben, also die vielen Mittelwerte, werden nicht alle
gleich sein, sondern wir erhalten von Stichprobe zu Stichprobe etwas unterschiedliche Mit-
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telwerte. Damit entsteht eine Verteilung von Mittelwerten. Eine solche Verteilung heif3t
Stichprobenkennwerte-Verteilung (sampling distribution).

Damit haben wir wieder eine Zufallsvariable, aber sie heift hier X statt X. Die Zufallsva-
riable X besteht aus lauter Mittelwerten X;, X5, ..., Xy aus N Stichproben mit jeweils

demselben Stichprobenumfang n. (N symbolisiert hier die sehr grolRe Anzahl der Stichpro-
ben; dagegen haben wir das Symbol n fiir den Stichprobenumfang reserviert, d.h. fir die
Anzahl der Objekte in einer Stichprobe. Achtung: Das Symbol N wird manchmal auch
benutzt fir die Anzahl der Objekte in einer Population).

Die Streuung der Stichprobenkennwerte-Verteilung

Die Streuung oder Standardabweichung der Stichprobenkennwerte-Verteilung nennt man
Standardfehler (standard error, Notation: SE). Wenn es sich um eine Verteilung von
Stichprobenmittelwerten handelt, sprechen wir vom Standardfehler des Mittelwertes

(= Standardabweichung der Stichprobenmittelwerte, abgekiirzt oy ).

Wenn wir andere Stichprobenkennwerte nehmen (z.B. Median oder Prozentwert), haben
wir eine Verteilung von Medianwerten bzw. von Prozentwerten und dementsprechend ei-
nen Standardfehler des Medians o),4 bzw. einen Standardfehler des Prozentwertes oy, .

Wir beschrénken uns hier aber auf die Verteilung von Stichprobenmittelwerten.

Der Standardfehler des Mittelwertes gibt an, wie gut ein einzelner Stichprobenmittelwert
den unbekannten Populationsparameter u schétzt: Je geringer die Streuung oder Standard-
abweichung der Stichprobenkennwerte-Verteilung ist, desto genauer schéatzt ein einzelner
Stichprobenkennwert den gesuchten Populationsparameter.

Je starker das gemessene Merkmal in der Population streut, desto unterschiedlicher fallen
auch die Stichprobenergebnisse aus, d.h. desto gréRer ist die Streuung der Stichprobenmit-
telwerte. Es handelt sich dabei um einen proportionalen Zusammenhang. Kurz: o ist pro-

portional zu .

Ferner hangt o, vom Stichprobenumfang n ab: Je gréRer der Stichprobenumfang ist, desto

genauer ist die Schatzung des Populationsparameters p durch einen Stichprobenmittelwert,
d.h. desto kleiner ist 6;. nund o4 hangen jedoch nicht proportional zusammen.

Die Zusammenhange werden in der Berechnungsformel fir den Standardfehler des Mit-
telwertes sichtbar:

Standardfehler des Mittelwertes

Statistik - Skript zur Einfiihrung - Peter Hautz - 2004 36



Problem: Im Allgemeinen kennen wir die Populationsstreuung o bzw. -varianz ¢ gar nicht
und muissen sie deshalb aufgrund der Stichprobenvarianz s? schétzen. Die Varianzen von
Stichproben sind im Durchschnitt kleiner als die Populationsvarianz; sie unterschétzen die
Populationsvarianz o7, so dass fiir deren Schétzung ein Korrekturfaktor n/(n-1) nétig ist:

6°=s ] geschatzte Populationsvarianz

L5 spricht man ,,Sigma Dach Quadrat“. Ein Dach symbolisiert immer, dass es sich um
eine Schétzung handelt.

Wenn wir fiir s? die entsprechende Formel (vgl. S. 17) einsetzen, ergibt sich fiir die ge-
schatzte Populationsvarianz:

52 >xi-%)° n_>(xi-%)°

n n-1 n-1

Wenn wir statt mit der Varianz mit der Streuung rechnen wollen, ziehen wir die Wurzel:

&5 =62 geschatzte Populationsstreuung

Damit kdnnen wir dann den Standardfehler schatzen:

A

- &°

s _|6°_¢&
X n \/ﬁ

geschatzter Standardfehler des Mittelwertes

(Fur %-Anteile, z.B. bei Wahlumfragen, ist der geschétzte Standardfehler des Prozentwer-
tes G, relevant. Die Formel findet sich z.B. bei Bortz, 1999, S. 92).

Aufgaben

1. Welche Stichprobenarten kennst du? Was sind ihre Besonderheiten?
2. Was ist eine Stichprobenkennwerte-Verteilung?

3. Was ist ein Standardfehler?
4,

Wenn wir anhand eines Stichprobenmittelwertes den unbekannten Populationsmittel-
wert schatzen wollen: Ist es dann giinstiger, wenn der Standardfehler gro3 oder wenn er
Klein ist?

5. Die Grolie des Standardfehlers hangt ab ...
erstens von:
zweitens von:

6. Was ist groler: Die Stichprobenvarianz oder die geschatzte Populationsvarianz?
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7. Wie kann man die (unbekannte) Populationsvarianz o schatzen?

8. Was bedeuten die folgenden Symbole?
a) X
b) n
c) sund s?
d) ound ¢
€) ox
f) 5und &
9) Ox

Die Form der Stichprobenkennwerte-Verteilung

Die Verteilung von Mittelwerten aus theoretisch unendlich vielen Stichproben des Um-
fangs n, die samtlich der derselben Population entnommen wurden, geht mit wachsendem
Stichprobenumfang n (n > 30) in eine Normalverteilung tber, und zwar unabhangig von
der Verteilungsform des Merkmals in der Population (Zentraler Grenzwertsatz). Bereits ab
n > 30 ist X in guter Naherung normalverteilt.

Achtung: n = Stichprobenumfang = StichprobengrolRe = Anzahl der Objekte in einer Stich-
probe (nicht die Anzahl der Stichproben!).

Daraus folgt: Wenn wir den unbekannten Populationsparameter p durch einen Stichpro-
benkennwert X schatzen wollen, kénnen wir uns die Eigenschaften der Normalverteilung
zunutze machen. Das tun wir im Abschnitt ,,Intervallschatzung®.

Aufgabe

Versuche, die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes mit eigenen Worten auszudriicken.

Der Mittelwert der Stichprobenkennwerte-Verteilung

Zwar gibt ein Stichprobenmittelwert im Allgemeinen nicht den wahren Populationsmittel-
wert u wieder. Aber der Mittelwert sehr vieler Stichprobenmittelwerte ist gleich dem Po-
pulationsmittelwert. ,,Der Mittelwert von Mittelwerten rutscht immer in die Mitte*, oder
mathematisch formuliert: Der Stichprobenmittelwert X ist ein erwartungstreuer Schétzer
des Populationsmittelwertes .

Wir halten fest: Der Mittelwert der Stichprobenkennwerte-Verteilung ist gleich dem Mit-
telwert p der Verteilung des Merkmals in der Population.
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Zusammenfassung

o Mittelwerte aus Zufallsstichproben (n > 30) verteilen sich
- normal
- um den Populationsmittelwert p
- mit der Streuung oy
(das ergibt sich aus den drei genannten Punkten: Streuung, Form und Mittelwert).

« Bei allen Normalverteilungen befinden sich im Bereich p+ 26 ca. 95,5% aller Werte
(das ergibt sich aus der Verteilungsfunktion).

Daraus ergibt sich der maximale Abstand, den Mittelwerte aus Zufallsstichproben ,,meis-
tens* (ndmlich zu ca. 95,5%) vom Populationsmittelwert u haben. Dieser maximale Ab-
stand betragt 2c4 (bzw. 265 ). Anders formuliert: Zu ca. 95,5% liegen Mittelwerte aus
Zufallsstichproben zwischen dem Wert p — 265 und dem Wert p + 264 . Die Ungleichung
L—265 <X <p+26¢ gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95,5%.

Intervallschatzung

Die Schatzung eines unbekannten Populationsparameters auf der Basis von Stichpro-
benkennwerten heillt Parameterschéatzung. Man unterscheidet dabei Punktschatzung und
Intervallschatzung. Punktschatzung ist Schatzung von Populationsparametern durch einen
einzigen Wert. Nachteil: Punktschatzungen schwanken stark von Zufallsstichprobe zu Zu-
fallsstichprobe. Bei der Intervallschatzung wird ein geschétzter Bereich (so genanntes
Konfidenzintervall) fiir den gesuchten Populationsparameter angegeben. Vorteil: Es sind
Wahrscheinlichkeitsangaben fur die Genauigkeit der Schatzung maglich.,

Wie brauchbar/genau ist nun die Schatzung des Populationsparameters p durch einen X?

Von Mittelwerten aus Zufallsstichproben (mit n > 30) wissen wir, dass sie sich mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 95,5% im Bereich u+ 264 befinden (s.0.). Im Allgemeinen

interessiert uns aber nicht, wo Mittelwerte sich ,,meistens aufhalten, sondern wir kennen
den Mittelwert X einer einzigen Stichprobe und wollen daraus den unbekannten Parameter
u schétzen. Die obige Ungleichung, pu— 265 <X < p+ 26y, ergibt umgeformt:

X — 265 < p < X+ 264 ist bei 95,5% aller Stichproben richtig

Es ist also sehr wahrscheinlich (95,5%), dass der Bereich X + 265 den gesuchten Parame-
ter w umschlieft.

Solche Bereiche heilen Konfidenzintervalle und werden durch A symbolisiert (At ist
die Abkirzung fur ,kritisches Intervall®, A ist ein grofRes griechisches Delta und symboli-
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siert immer Differenzen oder Intervalle). A =X +2-65 ist das 95,5%ige Konfidenzin-
tervall fur den Populationsmittelwert.

Man kann ein Konfidenzintervall auch fir andere Wahrscheinlichkeiten berechnen. Die
Wahrscheinlichkeit, fiir die man das Konfidenzintervall berechnet, hei3t Konfidenzkoeffi-
zient. Fir das 95%ige Konfidenzintervall z.B. nehmen wir nicht den Faktor 2, sondern den
Faktor 1,96:

Agit =X £1,96- 65 95%iges Konfidenzintervall

Warum 1,96? Wir benétigen die Grenzen des Intervalls, in dem bei einer Normalverteilung
95% der Gesamtfléche liegen. Die Tabelle der Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung zeigt, dass die Werte z = - 1,96 bzw. z = + 1,96 von der Standardnormalvertei-
lungsflache an beiden Seiten jeweils 2,5% abschneiden, also zusammen 5%. Damit bleiben
dazwischen 95% der Fl&che Ubrig.

Aufgaben

1. Wovon hangt die Breite eines Konfidenzintervalls ab?

2. Die bayerische Landesregierung mochte wissen, wie viel Bier im Freistaat getrunken
wird. Die Besucher mehrerer zufallig ausgewahlter Biergérten wurden zu einer Klum-
penstichprobe zusammengefasst und nach ihrem wdéchentlichen Bierkonsum befragt
(n = 30). Wochentlicher Bierkonsum in Litern:

0,0 2,0 3,5 4,5 6,5
0,0 2,5 4,0 4,5 7,0
0,0 2,5 4,0 5,0 7,5
0,5 3,0 4,0 5,5 8,0
1,0 3,5 4,0 5,5 8,0
1,5 3,5 4,5 6,0 8,0

Bestimme das 95%ige Konfidenzintervall fir den Mittelwert!

3. Es wurde das Durchschnittsalter von 36 zufallig ausgewahlten Studentinnen im ersten
Semester erhoben. Die Stichprobenkennwerte sind X = 21 und s* = 5. Wie lautet das
99%ige Konfidenzintervall fiir den Mittelwert und was bedeutet das?

4. (aus: Moosbrugger & Miiller, 1990, Psychologische Statistik): 400 zufallig ausgewahlte
10-Jahrige haben an einem Rechentest teilgenommen. Im Durchschnitt hatten sie 28
richtige Losungen. Die Standardabweichung der Anzahl richtiger Losungen betrug 6,8.
a) Welches sind die besten Schatzwerte fiir die Parameter wund o der Population?

b) Wie groR ist der Standardfehler des Mittelwertes?

c) Bestimme das Konfidenzintervall fir den Mittelwertparameter der Population
bei einem Konfidenzkoeffizienten von 99%.

d) Welche Mdglichkeiten hast du bei einer praktischen Untersuchung, das Konfidenz-
intervall enger zu machen?
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Hypothesen und ihre Uberpriifung

Wenn wir eine Untersuchung durchfuihren wollen, verfolgen wir meist eine Idee, auf die
wir z.B. durch eine Theorie oder durch Beobachtungen gekommen sind und die wir nun
empirisch uberprifen wollen. Die Aussagen, die wir Uberprifen wollen, heil’en Hypothe-
sen. Eine Hypothese ist eine Vermutung Uber die Art der Beziehung von Merkmalen in
bestimmten Populationen, d.h. Gber Zusammenhénge, Unterschiede oder Verdnderungen
von Merkmalen in den Populationen. Dementsprechend unterscheidet man Zusammen-
hangs-, Unterschieds- und Veranderungshypothesen.

Waéhrend wir beim Schatzen (s. S. 39f.) zundchst die Daten einer Stichprobe betrachten
und dann anhand dieser Daten auf die Population schlieen, gehen wir beim Testen von
Hypothesen umgekehrt vor: Wir formulieren Hypothesen tber Eigenschaften der Populati-
on (Theorie) und priifen dann, ob diese Hypothesen durch die Daten einer Stichprobe
(Empirie) bestétigt werden kdnnen.

Hypothesenarten

Forschungshypothesen und statistische Hypothesen

Die allgemeine inhaltliche Formulierung der Hypothese nennt man Forschungshypothese.
Beispiel: ,,Computervermittelte Kommunikation verdrangt andere Kommunikationsme-
dien.” Das ist eine sehr allgemeine Aussage und z.B. flr den Bereich ,,E-Mail und Brief*
empirisch nicht haltbar. Wir grenzen ein und formulieren die Hypothese: ,,Kommunikation
uber PC konkurriert mit SMS.* oder genauer: ,,PC-Nutzer simsen weniger als Nicht-PC-
Nutzer®. Das ist ein Beispiel fur eine Unterschiedshypothese.

Eine Konkretisierung der Forschungshypothese ist die operationale Hypothese (empirische
Vorhersage), bei deren Formulierung das Untersuchungsdesign (s. S. 2) und die Operatio-
nalisierung (s. S. 3) der Merkmale bertcksichtigt werden. Beispiel: ,,Wenn man 50 zufallig
ausgewahlte PC-Nutzer und 50 zufallig ausgewahlte Nicht-PC-Nutzer eine Woche lang
bittet, ihre versendeten SMS zu zéhlen, werden die PC-Nutzer am Ende der Woche im
Durchschnitt weniger SMS versendet haben als die Nicht-PC-Nutzer.*

Statistische Hypothesen beziehen sich auf die quantitativen MaRe (Populationsparameter,
s. S. 35) fur die behaupteten Merkmalsbeziehungen. In diesem Beispiel handelt es sich um
zwei Populationsparameter, ndmlich erstens um die durchschnittliche Anzahl von SMS im
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Laufe einer Woche in der Population der PC-Nutzer (diesen Durchschnittswert in der Po-
pulation kiirzen wir ab mit ;) und zweitens um die durchschnittliche Anzahl in der Popu-
lation der Nicht-PC-Nutzer (abgekiirzt mit p,).

Man prift immer zwei sich gegenseitig ausschlielende statistische Hypothesen: Die Alter-
nativhypothese (H;) und die Nullhypothese (Ho). Die Alternativhypothese behauptet immer
Zusammenhange, Unterschiede oder Veranderungen von Merkmalen in Populationen und
entspricht im Allgemeinen der Forschungshypothese. Die Nullhypothese widerspricht ihr
und behauptet immer, dass es keinen Zusammenhang, keinen Unterschied, keine Verande-
rung in der Population gibt.

In unserem Beispiel lautet die Alternativhypothese Hi: p; < p, . Das bedeutet: ,,Die durch-
schnittliche Anzahl von SMS im Laufe einer Woche in der Population der PC-Nutzer ist
Kleiner als in der Population der Nicht-PC-Nutzer.” Die H, behauptet, dass es nicht so ist,
dass also die SMS-Nutzung in beiden Gruppen gleich ist oder sogar bei den PC-Nutzern
noch hoher als bei den Nicht-PC-Nutzern. Die Nullhypothese lautet damit in unserem Bei-
spiel Ho: ng > o . Alternative Schreibweise: Hy: pp — 2 <0, Hoi pu — 2 >0,

Gerichtete und ungerichtete Hypothesen

Die oben formulierten Hypothesen H; und Hy geben die Richtung des behaupteten Unter-
schieds an: Sie sagen, in welcher Gruppe die SMS-Nutzung hoher ist. Man nennt sie ge-
richtete Hypothesen.

Dagegen sagen ungerichtete Hypothesen nichts tber die Richtung des behaupteten Zu-
sammenhanges, Unterschiedes oder der Veranderung aus. Eine ungerichtete Hypothese
waére es, wenn wir behaupteten, dass die beiden Gruppen sich in ihrer SMS-Nutzung unter-
scheiden, ohne zu sagen, welche Gruppe starker SMS nutzt.

Die ungerichtete H; ware in unserem Beispiel Hi: p; # po . Die ungerichtete Ho lautet im
Beispiel Ho: w1 = w2 . Alternative Schreibweise: Hy: g — 2 # 0. Hoi s —pn2=0.

Spezifische und unspezifische Hypothesen

Die bisher betrachteten Hypothesen sind unspezifisch, d.h. die Hohe oder Grole eines fur
die Population behaupteten Zusammenhanges, eines Unterschiedes oder einer Veranderung
(Effektstarke, EffektgroRe, effect size) wird nicht angegeben.

Wenn eine Hypothese auch die Effektgréfie angibt, handelt es sich um eine spezifische
Hypothese.

Beispiel: ,,Im Durchschnitt versenden PC-Nutzer mindestens 20 SMS pro Woche weniger
als Nicht-PC-Nutzer®, oder kurz, Hi: w1 < pp — 20. Die entsprechende Hy sagt, dass es
nicht so ist, oder kurz, Ho: g > pp — 20.
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Uberpriifen von Hypothesen

Eine Hypothese zu testen heil3t sie an der Realitat zu Gberprifen: Ein Realitatsausschnitt in
Form einer Stichprobe, die empirische Daten liefert, wird der Hypothese gegeniberge-
stellt.

Einschub fur Wissenschaftstheoretikerlnnen: Wir setzen hier im Sinne des Kritischen Ra-
tionalismus voraus, dass es eine Realitét gibt und dass wir Poppers Ausweg aus dem Basis-
satzproblem akzeptieren. Basissatze sind aus Bebachtungen abgeleitete Aussagen, ,,die
behaupten, dass sich in einem individuellen Raum-Zeit-Gebiet ein beobachtbarer VVorgang
abspielt* (Popper, 1982, S. 69). Das Basissatzproblem bezieht sich darauf, inwieweit empi-
rische Beobachtungen und Beschreibungen tatséachlich mit der ,,Realitat” Gbereinstimmen.
Das Problem liegt darin, dass auch intersubjektiv Ubereinstimmende empirische Beobach-
tungen ,,falsch sein konnten, wenn sie denselben Wahrnehmungs- oder Messverzerrungen
unterliegen. Nach Popper kdnnen Basissatze aber als vorlaufig gultig betrachtet werden,
wenn deren Zustandekommen bestimmten methodologischen Kriterien geniigt, die wieder-
um von einem Konsens innerhalb der Scientific Community abhangen.

Wenn nun die Stichprobendaten tatséchlich so ausfallen, wie wir es aufgrund unserer
Hypothese bzw. unserer Theorie erwarten (wenn es z.B. um eine Unterschiedshypothese
geht und dann in den Stichproben tatsachlich zwei unterschiedliche Gruppenmittelwerte
auftreten), kdbnnen wir noch nicht sagen, dass die Hypothese damit bestatigt ist. Denn das
deskriptive Stichprobenergebnis sagt uns nicht, ob das Ergebnis auch fiir die Population
gilt oder ob es nur zufallig aufgrund der Besonderheiten dieser Stichprobe zustande ge-
kommen ist.

Prinzipiell kann man Hypothesen nicht endguiltig beweisen (verifizieren), denn eine Stich-
probe erfasst die Realitat der Population nie vollstandig, sondern immer nur ausschnitthaft.
Zudem sind sozialwissenschaftliche Hypothesen — im Gegensatz zu den meisten naturwis-
senschaftlichen Hypothesen — Wahrscheinlichkeitsaussagen, die sich durch kontrare Ein-
zelfélle prinzipiell nicht widerlegen (falsifizieren) lassen. Empirische Daten k6nnen uns
also nicht sagen, ob eine Hypothese ,,wahr* ist oder nicht, sondern sie kbnnen uns nur eine
Entscheidungsgrundlage fur die Annahme oder Ablehnung einer Hypothese geben.

Ein Prifkriterium fir Hypothesen ist die statistische Signifikanz. Signifikanz bedeutet, dass
der Realitatsausschnitt in Form des Stichprobenergebnisses ,,kaum* mit der Nullhypothese
vereinbar ist — was dann gegen die Nullhypothese spricht. Ob Signifikanz vorliegt, lasst
sich mit einem statistischen Signifikanztest priifen. Wenn dieser Test ergibt, dass das
Stichprobenergebnis signifikant ist, verwerfen wir die Nullhypothese und entscheiden uns
fiir die Alternativhypothese. Diese ist jetzt untermauert (nicht bewiesen!). Wenn dagegen
das Stichprobenergebnis nicht signifikant ist, also ,,ausreichend gut“ zur Nullhypothese
passt, behalten wir diese bei und lehnen die Alternativhypothese ab.

Im Folgenden sind die Begriffe ,,kaum* und ,,ausreichend gut* zu prazisieren. Damit wird
auch der Begriff der Signifikanz prézisiert.
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Prinzip des Signifikanztests

Um festzustellen, wie gut ein Stichprobenergebnis mit der Ho vereinbar ist, machen wir
einen Signifikanztest. Ein Signifikanztest ermittelt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
gefundene (oder ein extremeres) Stichprobenergebnis auftreten kann, wenn die Hy zutrifft.
Wenn diese Wahrscheinlichkeit p ,,klein genug* ist, d.h. per Konvention ,,kleiner oder
gleich 5%, spricht man von einem signifikanten Ergebnis. Kurz: Ein Ergebnis wird als
signifikant bezeichnet, wenn gilt: p <5% bzw. p <0,05.

Die Wahrscheinlichkeits-Hochstgrenze von 5% heil3t Signifikanzniveau (significance le-
vel). Das Signifikanzniveau wird durch o symbolisiert (o.: griech. alpha) und ist per Kon-
vention auf o = 5% festgelegt, um Forschungsergebnisse vergleichbar zu machen.

Es gibt noch zwei weitere Konventionen: Signifikanzniveau o = 1% und o = 0,1%. Wenn
die Wahrscheinlichkeit p fur das gefundene Stichprobenergebnis (unter der Bedingung,
dass die Ho zutrifft) héchstens 1% bzw. 0,01 betrégt, spricht man von einem sehr signifi-
kanten Ergebnis; bei 0,1% von einem hdchst signifikanten Ergebnis.

Signifikante Ergebnisse werden oft mit Sternchen gekennzeichnet:

Wahrscheinlichkeit, mit der das gefundene Bezeichnung des Kennzeichnung
(oder ein extremeres) Stichprobenergebnis Stichprobenergeb-  des Stichpro-

auftreten kann, wenn die Ho zutrifft nisses als ... benergebnisses
p > 0,05 nicht signifikant n.s.
p = 0,05 signifikant
p =<0,01 sehr signifikant *
p = 0,001 hochst signifikant *xx

Entscheidung und mogliche Fehlentscheidungen

Wenn ein Ergebnis signifikant ist, kann die Ho nicht mehr als plausibel gelten. Man ent-
scheidet sich deshalb dafr, die Ho zu verwerfen und die Alternativhypothese zu akzeptie-
ren. Bei einem nicht-signifikanten Ergebnis wird man sich flr die Nullhypothese und ge-
gen die Alternativhypothese entscheiden.

Bei diesen Entscheidungen gibt es zwei Mdglichkeiten, einen Fehler zu begehen:

« Alpha-Fehler (a-Fehler, Fehler erster Art, Fehler Typ I): Man trifft eine Entscheidung
fur die Alternativhypothese, obwohl in der Population die Ho gilt.

o Beta-Fehler (B-Fehler, Fehler zweiter Art, Fehler Typ 11): Man trifft eine Entscheidung
fir die Nullhypothese, obwohl in der Population die H; gilt.
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Welcher der beiden Fehler bei einer Entscheidung zugunsten einer Hypothese bedeutsamer
ware bzw. welcher Fehler mdglichst klein gehalten werden soll, ist von den praktischen
Konsequenzen der Entscheidung abhangig (vgl. als Beispiel Aufgabe 2 auf S. 49).

Da eine falsche Entscheidung zugunsten der H; ein a-Fehler ist, heiflt die Wahrscheinlich-
keit p, mit der das gefundene (oder ein extremeres) Stichprobenergebnis auftreten kann,
wenn die Hy zutrifft, und mit der wir uns dann féalschlicherweise fur die H; entscheiden
waurden, a-Fehler-Wahrscheinlichkeit oder Irrtumswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit
eines Irrtums beim Verwerfen der Hyg bzw. beim Annehmen der Hj.

Ein Signifikanztest ist also ein Verfahren zur Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit p.
Man spricht auch vom p-Wert (p-value).

Achtung, zur Schreibweise: In einigen, wenigen Statistik-Bichern wird die Irrtums- oder
o-Fehler-Wahrscheinlichkeit leider nicht durch p, sondern durch o symbolisiert — nicht
mit dem Signifikanzniveau o verwechseln!

Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit

Zur Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit vergleicht man das gefundene Stichproben-
ergebnis, also den Stichprobenkennwert, mit der theoretischen Stichprobenkennwerte-
Verteilung, die sich unter der Annahme ergibt, dass die Ho gilt (Ho-Verteilung oder Ho-
Modell).

Abbildung 10 zeigt die Ho-Verteilung von theoretisch unendlich vielen Stichprobenmittel-
werten. Der Mittelwert X einer Stichprobe ist eingezeichnet und, schattiert, die Wahr-
scheinlichkeit, mit der dieses (oder ein extremeres) Stichprobenergebnis X auftreten kann,
wenn die Hy zutrifft. Das ist die Irrtumswahrscheinlichkeit p.

B

Mo
Abb. 10: Irrtumswahrscheinlichkeit beim Verwerfen der H, (aus Bortz, 1999, S. 112)
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Da es sich um die Wahrscheinlichkeit handelt, dass das gefundene Stichprobenergebnis X
auftritt oder Gberschritten wird, nennt man den p-Wert auch Uberschreitungswahrschein-
lichkeit. Folgende Begriffe sind also synonym: a-Fehler-Wahrscheinlichkeit, Wahrschein-
lichkeit fur einen Fehler erster Art, Irrtumswahrscheinlichkeit, Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit, p-Wert.

Ein Beispiel zur Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit: Der Hersteller einer neuen
Sportlernahrung wirbt fir sein Produkt mit der Behauptung, dass sie die Leistungsféhigkeit
gegenuber der herkdmmlichen, sportmedizinisch empfohlenen Erndhrung erhohe. Er
mdchte seine Werbebotschaft empirisch untermauern. Die Forschungshypothese lautet,
dass die KonsumentInnen der neuen Sportlernahrung im Durchschnitt leistungsfahiger sind
als diejenigen, die herkdbmmliche Nahrung essen. Der Leistungsdurchschnitt in der Grund-
gesamtheit der herkdmmlich erndhrten Sportler ist aus vielen Untersuchungen bekannt und
madge o = 10 Leistungspunkte betragen (mit einer Streuung von ¢ = 8).

Wenn wir mit py den Leistungsdurchschnitt bei den potentiellen Konsumentinnen des neu-
en Produkts bezeichnen, ist folgende Alternativhypothese zu prifen: H, : p, > p,. Es ist

also die Nullhypothese H, : u, <p, zu testen, die besagt, dass die neue Sportlernahrung

gegenuber der herkdmmlichen Ernahrung nichts bringt (oder sogar weniger leistungsfahig
macht).

100 zufallig ausgewdhlte Sportlerinnen haben nun das neue Produkt gegessen und sich
danach einem Leistungstest unterzogen. Die durchschnittliche Leistung dieser Stichprobe
betragt X = 11,36 Punkte (hohe Punktzahl entspricht hoher Leistung). Auf Stichproben-
ebene haben wir damit eine Abweichung gegeniiber o in die erwiinschte Richtung, in
Richtung der Forschungshypothese. Ist diese Abweichung nur ein zufélliges Ergebnis die-
ser Stichprobe, oder ist der hohere Leistungswert der Esser des neuen Produkts signifi-
kant?

Das beantwortet der Signifikanztest. Wenn das Stichprobenergebnis X = 11,36 ,,kaum* mit
der Ho vereinbar ist, d.h. wenn p < 5% ist, verwerfen wir die Ho und akzeptieren die Hj.

Folgendes ist bekannt:

o Die Ho-Verteilung hat die Streuung oy (vgl. S. 36f.),

« die Ho-Verteilung entspricht fir n > 30 einer Normalverteilung (vgl. S. 38),

o der Mittelwert der Ho-Verteilung ist u (vgl. S. 38), hier: o = 10, und entspricht der
Leistung bei herkdmmlicher Erndhrung.

Wir fragen, wie wahrscheinlich es ist, dass man die Leistung von X = 11,36 (oder eine
noch bessere) auch mit herkdmmlicher Erndhrung hétte erreichen kdnnen. Diese Wahr-
scheinlichkeit p entspricht dem schattierten Flachenanteil, den der X -Wert in Abbildung
10 (S. 45) rechts von der Ho-Verteilung ,,abschneidet™.
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Wir erhalten p, indem wir ermitteln, welchen Flachenanteil der zu X gehorige z-Wert
rechts von der Standardnormalverteilung abschneidet. Dazu transformieren wir in das
Stichprobenergebnis, also den empirischen X-Wert, in einen empirischen z-Wert der Stan-
dardnormalverteilung. Achtung: Es handelt sich jetzt um eine z-Transformation von

X -Werten einer Verteilung mit dem Mittelwert o und der Streuung oy, deshalb benutzen

wir folgende Abwandlung der Formel von S. 31:

X — .
Zemp = _7”0 empirischer z-Wert

X

Um diese Formel anwenden kdnnen, missen wir zuerst oy berechnen:

8

(e}
7:—:—20’8
= n T 10

Durch Einsetzen ergibt sich:

X - “0 _ 11,36—10 _

= 17
Ox 0,8

Zemp =

In einer Tabelle der Verteilungsfunktion (Flachenanteile) der Standardnormalverteilung
(z.B. Tabelle B bei Bortz, 1993, 4. Aufl., S. 694-698 oder Bortz, 1999, 5. Aufl., S. 768-
772) finden wir dann den gesuchten Flachenanteil, den der zemp-Wert von der Standard-
normalverteilung abschneidet, also die gesuchte Wahrscheinlichkeit p. Der Flachenanteil
betrdagt in unserem Beispiel laut der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung:
1-0,9554 = 0,0446 = 4,46%. Also p < 5%, das Ergebnis ist signifikant, so dass wir die H;
akzeptieren kénnen.

So macht es ibrigens das Programm SPSS: Es gibt die exakte Irrtumswahrscheinlichkeit
von 0,0446 aus.

Es gibt eine alternative VVorgehensweise, die man meistens wahlt, wenn man den Signifi-
kanztest ohne EDV macht: Man vergleicht den empirischen z-Wert mit dem kritischen
z-Wert, der gerade 5% abschneidet. Falls der empirische z-Wert in der Verteilung weiter
auflen liegt, heil3t das, dass die ihm zugeordnete Wahrscheinlichkeit p < 5% sein muss. Der
kritische z-Wert lautet in unserem Beispiel zi: = 1,65 (vgl. Tabelle der Standardnormal-
verteilung). Der Wert zemp = 1,7 liegt weiter auRen, schneidet also weniger als 5% der Ver-
teilung ab, d.h. das Ergebnis ist signifikant.

Wir haben jetzt eine gerichtete Hypothese getestet. Wenn wir eine ungerichtete Hypothese
testen (Hy @y # 1 Hg @ 1y = 1), machen wir einen zweiseitigen Test, d.h. wir teilen die

»erlaubte® Irrtumswahrscheinlichkeit auf beide Seiten der Verteilung auf (two-tailed pro-
bability). Bei einem zweiseitigen Test auf dem 5%-Niveau sind dann pro Seite maximal
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2,5% Irrtumswahrscheinlichkeit erlaubt, bzw. wir definieren als kritische z-Werte diejeni-
gen Werte, die an beiden Seiten der Verteilung jeweils 2,5% abschneiden.

Der hier dargestellte Signifikanztest dient zum Test der Nullhypothese, dass eine Zufalls-
stichprobe zu einer Population mit einem bekannten Populationsparameter p, gehért. Mit
anderen Worten, dass die Population, aus der die Zufallsstichprobe stammt, ebenfalls den
Populationsparameter po hat (und nicht einen davon abweichenden p, wie es die H; be-
hauptet). Dieser Test heifdt z-Test (auch Gaul3-Test genannt), denn er verwendet als Priif-
groRe den standardnormalverteilten z-Wert. Unter PrufgroRRe (engl. test statistic) verstehen
wir eine GroRe, die wir aus dem jeweiligen Stichprobenkennwert (hier: X) nach einer be-
stimmten Formel (hier: z-Transformation in der Version von S. 47) berechnen, und von der
wir wissen, welcher theoretischen Verteilung sie folgt (hier: Standardnormalverteilung).

Es gibt es viele verschiedene Signifikanztests, z.B. t-Test, x>-Test, Korrelationstest. Nicht
durchnehmen werden wir z.B. U-Test, Wilcoxon-Test, F-Test oder H-Test. Die verschie-
denen Signifikanztests basieren auf verschiedenen PriifgréRen mit verschiedenen Vertei-
lungen. Welchen Test man auswéhlt, hangt ab von folgenden Faktoren:

Art der Hypothese,

Skalenniveau der Variablen,

Verteilungseigenschaften der Variablen,

Stichprobenumfang.

Aufgaben

1. Betrachte das Sportlernahrungs-Beispiel von S. 46f.

a) Welcher Fehler wére hier deiner Meinung nach schwerwiegender: ein o.- oder ein 3-
Fehler?

b) Veranschauliche den Signifikanztest von S. 47 grafisch: Zeichne in ein Ho-Modell
und in ein z-standardisiertes Ho-Modell (letzteres entspricht der Standardnormalver-
teilung) Folgendes ein:

- den empirischen X-Wert (nur in das Ho-Modell einzeichnen),

- den empirischen z-Wert = z-Wert des Stichprobenergebnisses (nur in das
z-standardisierte Ho-Modell einzeichnen),

- die Irrtumswahrscheinlichkeit p (in beide Modelle einzeichnen),

- den kritischen X -Wert, der 5% abschneidet (nur in das Ho-Modell einzeichnen),

- den kritischen z-Wert, der 5% abschneidet (nur in das z-standardisierte
Ho-Modell einzeichnen),

- das Signifikanzniveau a (in beide Modelle einzeichnen).

¢) Wie kann man das Ergebnis des Signifikanztests interpretieren?
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2. Uberlege dir zu den folgenden Fragestellungen die Hypothesen: inhaltliche Alternativ-
hypothese (Forschungshypothese), inhaltliche Nullhypothese, statistische H; und statis-
tische Ho. Beurteile auRerdem inhaltlich, ob du jeweils einen a-Fehler oder einen -
Fehler fur schwerwiegender halten wirdest:

a) Der Direktor einer kleinen Schule beschliel3t, den Englischlehrer zu entlassen, da er
vermutet, dass die Klassendurchschnitte durch einen neuen Lehrer um mindestens
eine Note angehoben werden.

b) Unterscheiden sich die Diplomnoten von Studentinnen, die in der Zeit vor den Pri-
fungen regelmafig jobben, von den Noten derjenigen Studentinnen, die nicht job-
ben?

3. Die kritischen Grenzen bei einem z-Test auf dem 5%-Niveau sind
 bei einseitigem z-Test: +1,65 (oder, falls der empirische z-Wert negativ ist: —1,65),
o bei zweiseitigem z-Test: —1,96 links und +1,96 rechts.
Wie lauten die kritischen Grenzen fiir o = 1% ?
« bei einseitigem z-Test:

o bei zweiseitigem z-Test:

Signifikanz und Relevanz

Wenn ein Ergebnis statistisch bedeutsam ist (Signifikanz), bedeutet das noch nicht, dass es
auch praktisch bedeutsam ist (Relevanz). Denn: Wenn man sehr groRRe Stichproben bildet,
bekommt man auch sehr kleine Effekte (Unterschiede, Zusammenhange) signifikant. Das
liegt am Standardfehler, der sich verkleinert, was wiederum den p-Wert verkleinert. Die als
signifikant gepriften Effekte sind dann zwar gegen den Zufall abgesichert, kdnnen aber so
Klein sein, dass sie fir die Praxis nicht relevant sind. Deshalb sollte man bei grof3en Stich-
proben (grobe Faustregel: bei Stichprobenumfangen um die Tausend) nicht nur einen Sig-
nifikanztest machen, sondern auch die Effektgrofie berechnen.

Wir mussen hier zwei Verwendungskontexte der EffektgrofRe unterscheiden:

1. Wie auf S. 42 definiert: EffektgroRe als gerade akzeptable Mindestgrofie eines behaup-
teten Zusammenhanges oder Unterschiedes in der Population. D.h. man postuliert sinn-
vollerweise einen Effekt in einer Grolie, die man fur praktisch bedeutsam halt.

2. (Darum geht es hier:) Nach Abschluss der Untersuchung kann man die tatsachliche
GroRe des empirisch auftretenden Effekts berechnen (Berechnung ex post). Das sollte
man bei groRen Stichproben tun. Hierfr gibt es je nach Signifikanztest verschiedene
Formeln. Fir den t-Test fir unabhangige Stichproben (— Mittelwertunterschiede) bei-
spielsweise ist ,,Cohens d*“ die EffektgroRe. Cohens d = Differenz zwischen den beiden
Gruppenmittelwerten dividiert durch die gepoolte Standardabweichung beider Gruppen.
Uber die einzelnen Formeln, und welche EffektgroRen als klein, mittel und groR einzu-
schatzen sind, informieren Bortz und D6ring (2002, Kap. 9).
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Mittelwertunterschiede

Deskriptive und inferenzstatistische Ebene

Wenn wir zwei oder mehr Gruppen miteinander vergleichen wollen (z.B. vier Gruppen, die
vier unterschiedlichen Werbespots fur ein neues Produkt ausgesetzt werden), betrachten
wir diese Gruppen als die Auspragungen einer unabhéngigen Variablen (hier: Werbespot).
Das Merkmal, hinsichtlich dessen wir die Gruppen vergleichen, betrachten wir als abhan-
gige Variable (z.B. Einstellung zu dem neuen Produkt auf einer Skala).

Wenn die abhangige Variable metrisch ist, berechnen wir fur jede der vier Gruppen einen
Mittelwert der abhé&ngigen Variablen. Diese Gruppenmittelwerte konnen wir dann verglei-
chen und z.B. in einem Balkendiagramm mit vier Balken visualisieren.

Die so gewonnenen Aussagen sind jedoch zunéchst rein deskriptiv: Sie gelten nur fir die
Personenstichprobe, denen man die Werbespots gezeigt hat, und sind nicht auf die Konsu-
mentinnen verallgemeinerbar.

Auf der inferenzstatistischen Ebene geht es darum, das Stichprobenergebnis statistisch
abzusichern, d.h. — mit einer gewissen Irrtumswahrscheinlichkeit — auszuschlief3en, dass es
sich nur um ein stichprobenbedingtes Zufallsergebnis handelt: Wir testen die Hypothese,
dass die Gruppen sich (auch) in der Population unterscheiden. Genauer: Wir testen die
Alternativhypothese, dass die (im Beispiel) vier Stichproben aus Populationen mit ver-
schiedenen Populationsparametern p, po, pz und pg stammen, bzw. die Nullhypothese,
dass sie aus Populationen mit identischen Populationsparametern stammen.

Fur solche Unterschiedshypothesen bei metrischen Daten gibt es verschiedene Varianten —
je nachdem, um wie viele Gruppen es sich handelt, und ob die Stichproben in einer be-
stimmten Beziehung zueinander stehen. Im Folgenden werden Verfahren fur zwei Gruppen
behandelt. Bei mehr als zwei Gruppen sind so genannte Varianzanalysen indiziert, die aber
nicht zum Stoff dieser Veranstaltung gehoren.

t-Tests

Der z-Test (GauB-Test) diente zum Test der Nullhypothese, dass eine Zufallsstichprobe zu
einer Population mit einem bekannten Populationsparameter po gehort. In der Praxis ist
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aber oft kein uo bekannt. Deshalb gibt es Signifikanztests, die nicht eine Zufallsstichprobe
mit einem bekannten Populationsparameter, sondern zwei Zufallsstichproben miteinander
vergleichen: Die t-Tests. Sie heil3en so, weil sie als Prufgrofie einen Wert verwenden, der

der so genannten t-Verteilung folgt.

Der Begriff t-Verteilung steht fur eine Familie von symmetrischen und glockenférmigen
Verteilungen mit p = 0. Die Form von t-Verteilungen &hnelt der Form der Standardnor-
malverteilung. t-Verteilungen sind aber schmalgipfliger, in der Mitte weniger hoch und an
den Randern hoher als die Standardnormalverteilung. Die t-Verteilungen unterscheiden
sich in einem Parameter: in den Freiheitsgraden (degrees of freedom, kurz df). Je mehr
Freiheitsgrade eine t-Verteilung hat, desto naher kommt sie der Standardnormalverteilung.

Die t-Werte fur bestimmte Flachenanteile bei t-Verteilungen verschiedener Freiheitsgrade
sind tabelliert (z.B. Tabelle D bei Bortz, 1993, S. 701, oder Bortz, 1999, S. 775). Wir be-
nutzen diese t-Werte bei den Signifikanztests als kritische t-Werte, analog den kritischen
z-Werten beim z-Test.

t-Test fiir unabhdngige Stichproben

Der t-Test fur unabhangige Stichproben (t-test for independent samples) priift die H, dass
zwei unterschiedliche Mittelwerte aus zwei unabhangigen Stichproben sich auch in den
entsprechenden Populationen unterscheiden, dass es sich also nicht nur um einen zufélli-
gen Stichprobenunterschied handelt. Oder andersherum: Er priift die Ho, dass die beiden
unabhdngigen Stichproben aus Populationen mit identischen Parametern p; und p, stam-
men.

Beispiel: Unterscheidet sich der Fernsehkonsum in Deutschland und Frankreich? Je funf
zufallig ausgewahlte Deutsche und Franzosen werden gefragt, wie viele Stunden sie wo-
chentlich vor dem Fernsehgerat zubringen. Die Daten: Deutschland: 5, 15, 16, 5 und 4
Stunden pro Woche. Frankreich: 6, 7, 12, 9 und 6 Stunden.*

Bitte formuliere und teste die Hypothese, indem du im Folgenden alle Leerstellen ausfiillst
(beginne mit der Formulierung des Hypothesenpaars Hi/Ho, und fuhre dann die Berech-
nungen durch). Lege dabei ein Signifikanzniveau von a = 5% zugrunde.

Hi: Ho:

Als Stichprobenkennwert verwenden wir X; —X,, also die Differenz der Mittelwerte, und
berechnen daraus die PrifgroRe t, die an der t-Verteilung auf Signifikanz gestestet wird:

* Die kleinen Stichproben in diesem Beispiel dienen dazu, den Rechenaufwand gering zu halten und entspre-
chen nicht der Praxis. Wenn man aber nur sehr kleine Stichproben bilden kann, muss man sie sehr gut aus-
wahlen und andere, selten durchgefiihrte Signifikanztests aus der Gruppe der so genannten nonparametri-
schen oder verteilungsfreien Verfahren anwenden. Fir Zweigruppenvergleiche ist dann der U-Test geeignet.
Solche Tests gehoéren aber nicht zum Stoff dieser Veranstaltung.
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val. Zemp = X~Ho (Analogie!)

A

Ox,-x, X

_ (%3 —X5) = (g —pp)
emp

Wegen der Ho: u1 — pz = 0 vereinfacht sich die Formel fur die PrifgroRe t zu:

temp =% empirischer t-Wert (bei unabhangigen Stichproben)

Zl:(xil ~ %) + i(xiz ~%,)?
= i-1

(N -1)+(ny,-1)
Standardfehler der Differenz von Mittelwerten (also die Streuung der Verteilung
der Differenzen von Mittelwerten); darin steckt schon die Schéatzung der gemein-
samen Populationsvarianz aus den Daten beider Stichproben.

Dabei ist 6, _x, =

[i+ij der geschatzte
ng Ny

Die Berechnung dieses Standardfehlers wird durch folgendes Rechenschema erleichtert:

Xig Xip = %q (Xjp —%;)? Xi2 Xiz = X2 (Xi2 = %2)°

3 (X~ Xy)? = 3 (Xip )2 =
i=1 i=1

Ergebnis: Empirischer t-Wert (PrifgroBe; Ergebnis bitte selbst eintragen): tom, =

Der kritische t-Wert, der von der Flache der t-Verteilung 5% abschneidet, ist in der t-Ver-
teilungs-Tabelle ablesbar. Dabei hangt die Anzahl der Freiheitsgrade von der Anzahl der
Messwerte ab. Mit den Freiheitsgraden beschaftigen wir uns hier nicht naher; sie inte-
ressieren uns nur, um in der Tabelle die Zeile mit der gesuchten t-Verteilung zu finden.
Freiheitsgrade beim t-Test fur unabhangige Stichproben: df =n;+n, -2

Kritischer t-Wert: t ;; =

Entscheidung:

Interpretation:
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t-Test fiir abhangige Stichproben

Wenn eine Stichprobe zweimal untersucht wird, kann man mit dem t-Test fiir abhangige
Stichproben (t-test for dependent samples, paired samples t-test) prifen, ob der Mittelwert
sich signifikant verandert hat. Der Test prift also die Veranderungshypothese, dass zwei
Mittelwerte einer Variablen, die bei denselben Personen zu zwei verschiedenen Zeitpunk-
ten gemessen wurde (Messwiederholung), sich in der Population unterscheiden bzw. dass
der Mittelwert gy der einzelnen zeitlichen Differenzen ungleich Null ist (ungerichtete Hj).
Der t-Test fur abhangige Stichproben wird aulerdem benutzt, um matched samples zu ver-
gleichen, d.h. die Untersuchungsteilnehmer der beiden Stichproben sind einander paarwei-
se zugeordnet, etwa bei Geschwisterpaaren.

Der t-Test fur abhéngige Stichproben berticksichtigt in den auf S. 54 angegebenen For-
meln, dass die Varianz der einen Messwertreihe von der Varianz der anderen Messwertrei-
he beeinflusst wird, und unterscheidet sich dadurch vom t-Test fur unabhéngige Stichpro-
ben.

Als Beispiel testen wir die gerichtete Veranderungshypothese, dass eine Kampagne gegen
das Rauchen das Rauchverhalten senkt. Eine Zufallsstichprobe von sieben Raucherlnnen
wird vor und nach der Kampagne gefragt, wie viele Zigaretten sie taglich rauchen:

RaucherIn | vorher | nachher

Xi1 X2
1. 20 17
2. 18 15
3. 19 20
4, 16 18
5. 18 17
6. 19 18
7. 20 19

Lasst sich flr die Population der Raucherlnnen behaupten, dass die Kampagne wirkt? Tes-
te die Hypothese auf dem 5%-Niveau. (Die Differenzen der Messwerte sind normalver-
teilt.)

Hi: Ho:

Als Stichprobenkennwert, aus dem der empirische Wert der PriifgroRRe t berechnet wird,
verwenden wir X4, den Mittelwert der Differenzen der Messwertpaare. Dieser Mittelwert
der Differenzen wird wie folgt in eine Priifgrole t verwandelt:

X4 — X — .
temp = d:“d vgl. zemp:TM (Analogie!)

Xd X

Wegen der Ho: g = 0 vereinfacht sich die Formel fur die PrifgroRe t zu:
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empirischer t-Wert (bei abhangigen Stichproben)

Dabei ist o, = % der geschatzte Standardfehler des Mittelwertes der Differen-

zen, also die Streuung der Verteilung der Mittelwerte von Differenzen (beachte die

9
L)

Im Za&hler steht 64, also die geschétzte Streuung der Differenzen in der Population.

Analogie zum geschétzten Standardfehler des Mittelwertes: 64 =

Sie wird berechnet nach der Formel:

n 2
., 3]
) ;d‘ ~oon
%d = n-1

Die Berechnung der PriifgroRe t wird durch folgendes Rechenschema erleichtert:

RaucherIn | vorher | nachher | Differenz | quadrierte Differenz
Xi1 Xip | dj =Xj1—Xj2 d?
1. 20 17
2. 18 15
3. 19 20
4, 16 18
5. 18 17
6. 19 18
7. 20 19
n n
Summe Dd; = > d? =
i=1 i=1
Mittelwert Xq =

Ergebnis: Empirischer t-Wert (PriifgroBe; bitte selbst eintragen): tom, =

Beim Heraussuchen des kritischen t-Werts aus t-Verteilungs-Tabelle sind wieder die Frei-
heitsgrade zu beachten. Sie hangen hier von der Anzahl n der Messwertpaare ab.
Freiheitsgrade beim t-Test flir abhdngige Stichproben: df = np_, —1

Kritischer t-Wert: t ;; =

Entscheidung:

Interpretation:
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Voraussetzungen fiir t-Tests

Voraussetzungen, die fur die Anwendung des t-Tests flr unabhéngige Stichproben erflllt
sein mussen, sind Uber das Kardinalskalenniveau hinaus:

o Falls n; +n, <50 ist, missen sich die Messwerte in den beiden Populationen normal-
verteilen.

e Anndhernd gleiche Varianzen in den beiden Populationen (Nachprifung per F-Test; der
F-Test wird hier nicht weiter behandelt)

« Unabhéangigkeit der Stichproben, d.h. sie haben nichts miteinander zu tun.

Beim t-Test fur abhéngige Stichproben:

o Falls n <30 ist, mussen sich die Differenzen der Messwerte in der Population
normalverteilen (n ist dabei die Anzahl der Messwertpaare).
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Lineare Zusammenhange

Lineare Regression

Die Regressionsrechnung dient zur VVorhersage eines Merkmals (Kriterium) aufgrund eines
anderen Merkmals (Pradiktor). Sie ist flr metrische Merkmale geeignet.

Beispiel: Angenommen, wir fragen vier zufallig ausgewahlte Personen nach ihrer Selbstsi-
cherheit (= Merkmal x) und nach der Anzahl ihrer sehr engen Freunde (= Merkmal y). Das
Merkmal x wird erhoben durch eine Selbsteinschatzung von 0: ,,Ich fiihle mich sehr unsi-
cher* bis 10: ,,Ich fuhle mich véllig selbstsicher*. Das Merkmal y wird erhoben durch die
Frage: ,,Wie viele sehr enge Freunde hast du?“ — Die Daten (in der Praxis hat man mehr
Messwertpaare, aber zur Veranschaulichung des Rechenweges reichen diese vier):

Person | Selbstsi. x; | Freunde y; | Xi—=X | Yi=y [(Xi=X)-(Y;-Y)
1. 2 1
2. 4 5
3. 1 0
4, 9 6
Summe

Mittel

Aufgaben

1. Was féllt dir auf? Inwiefern scheinen die beiden Merkmale zusammenzuh&ngen?

2. Zeichne die vier Datenpaare als Punkte in das Koordinatensystem (nimm die x-Achse
flr die Selbstsicherheit, die y-Achse fur die Freunde).
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3. Zeichne eine Gerade ein, die deinem Augenmal nach den Trend gut wiedergibt.

Scatterplot

Die grafische Darstellung des Zusammenhangs zweier Variablen in einem Koordinatensys-
tem nennt man Scatterplot (Streudiagramm). Die x-Achse und die y-Achse des zweidimen-
sionalen Koordinatensystems reprasentieren die Variablen x und y. Die Koordinaten x; und
yi eines Datenpunktes entsprechen den beiden Messwerten des Objektes i.

Kovarianz

Der Zusammenhang zwischen x und y lasst sich durch die Kovarianz quantifizieren. Die
Kovarianz ist der Mittelwert aller Produkte von korrespondierenden Abweichungen:

3 (% — %) (¥~ 9)

COVyy = =1 Kovarianz der Variablen x und y
n

Ein auf der Kovarianz aufbauendes MaR, das den Zusammenhang zwischen x und y quan-
tifiziert, ist die Korrelation (s.u.).

Aufgabe

Berechne mit Hilfe des Datenschemas auf S. 56 die Kovarianz zwischen Selbstsicherheit
und Anzahl der sehr engen Freunde.

Regressionsgerade

Die Gerade, die die Punktewolke am besten représentiert, veranschaulicht den linearen
Zusammenhang zwischen x und y. Diesen Zusammenhang machen wir uns zunutze, umy
vorherzusagen, wenn wir nur x kennen (,,Vorhersage von y aufgrund von x*).

Gesucht wird diejenige Gerade, bei der die quadrierten Abweichungen der vorhergesagten
y-Werte (kurz: §;) von den tatsachlichen y-Werten (kurz: y;) am kleinsten sind (Kriterium
der kleinsten Quadrate). Das ist die Regressionsgerade. Sie reprasentiert den linearen Zu-
sammenhang zwischen den beiden Merkmalen x und y.

¥i=b-x;+a Gleichung der Regressionsgeraden, Regressionsgleichung
(genauer: ¥ = by, - Xj+ayy)

b= ny Berechnung von b = Steigung der Regressionsgeraden
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S
oder: b= r~s—y Berechnung von b, wenn die Korrelation r (s.u.) bekannt ist
X

a=y-b-x Berechnung von a = Schnittpunkt mit der y-Achse

Aufgaben

1. Bestimme anhand der Stichprobendaten von S. 56 die Regressionsgleichung zur Vor-
hersage von y aufgrund von x.

2. Zeichne die Regressionsgerade in das Koordinatensystem auf S. 56 ein.
3. Zeichne auch die Abweichungen der §;-Werte von den y;-Werten ein!

4. Wie séhe die Punktewolke im Koordinatensystem aus, wenn man bei jedem Messwert-
paar den y-Wert durch den vorhergesagten y-Wert (also durch den §,-Wert) ersetzen
wirde?

5. Wenn kein linearer Zusammenhang zwischen den Variablen besteht, welcher Wert wird
dann durch die Regressionsgleichung vorhergesagt? Wie sieht dann die Regressionsge-
rade aus?

6. Was bedeutet es inhaltlich, wenn zwischen zwei Variablen eine negative Kovarianz
besteht? Beispiel!

7. Was bedeutet eine negative Kovarianz fur die Steigung der Regressionsgeraden?

8. Wovon héngt die Gute der VVorhersage ab?

Korrelation (deskriptive Ebene)

Die Korrelation ist ein MaR fur den Zusammenhang zwischen Merkmalen. Bei Zusam-
menhangen missen wir unterscheiden:

« kontingenter Zusammenhang bei Nominaldaten (Kontingenz)
e monotoner Zusammenhang bei Ordinaldaten (Rangkorrelation)

 linearer Zusammenhang bei Kardinaldaten (Bravais-Pearson-Korrelation)

Der haufigste Fall ist ein linearer Zusammenhang zwischen kardinalskalierten Merkmalen:
die Bravais-Pearson-Korrelation, auch Produkt-Moment-Korrelation oder lineare Korre-
lation genannt, kurz Korrelation.

Der Zahlenwert fur die Bravais-Pearson-Korrelation heif3t Korrelationskoeffizient und wird
durch r symbolisiert. Der Korrelationskoeffizient gibt die Enge und die Richtung des linea-
ren Zusammenhangs zwischen zwei Merkmalen an.
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Wertebereich von r: Der Korrelationskoeffizient kann sich zwischen -1 und +1 bewegen.
r =-1 perfekter negativer linearer Zusammenhang,

r=0 kein linearer Zusammenhang,

r=1 perfekter positiver linearer Zusammenhang.

Allgemein geben Werte von r > 0 einen positiven linearen Zusammenhang an, Werte von
r <0 einen negativen linearen Zusammenhang. Je gréRer der absolute Betrag von r, desto
enger ist der lineare Zusammenhang.

Berechnung des Korrelationskoeffizienten:

r= s Korrelationskoeffizient r (Korrelation in der Stichprobe)

Durch Einsetzen der Formel fir die Kovarianz ergeben sich die &quivalenten, aber weniger
leicht zu merkenden Formeln:

(%~ %) (V1 - ) (%~ %) - (Vi - )
i=1 i=1

r=

oder r=

n-Sy-S n n
Y sz =% Y - 9)?
i=1 i=1
r? Determinationskoeffizient (Varianzerklarung oder Anteil der ge-

meinsamen Varianz der beiden Variablen; wird oft in % angegeben)

Aufgaben

1. Wir lassen die vier Personen (von S. 56) einen psychometrischen Test ausflllen, der
Selbstsicherheit erfasst (= Merkmal w, von 0 Punkte: “sehr unsicher’ bis 50 Punkte:
‘vOllig selbstsicher’) und erhalten die Messwerte 10, 20, 5, 45; Anzahlen der sehr
engen Freunde bleiben wie oben. Wie hoch ist jetzt die Kovarianz zwischen Selbstsi-
cherheit und Anzahl der sehr engen Freunde?

COVWy =

2. Wie hoch ist die Korrelation zwischen Selbstsicherheit und Anzahl der sehr engen
Freunde? Berechne r zweimal:
a) Nimm als MalR fir die Selbstsicherheit das Merkmal x (= Selbsteinschatzung),
b) Nimm als Mal fur die Selbstsicherheit das Merkmal w (= psychometrischer Test).

a) Iy = b) Twy =

3. Mach dir anhand der zweiten auf dieser Seite genannten Korrelationsformel (= die Kor-
relationsformel, in die die Formel fiir die Kovarianz eingesetzt wurde) klar, worin der
Unterschied zwischen Kovarianz und Korrelation besteht. (Tipp: z-Transformation!)
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Korrelationstest (inferenzstatistische Ebene)

Der Korrelationstest (Signifikanztest fir Korrelationen) tberprift Zusammenhangshypo-
thesen, die sich auf die Korrelation in der Population beziehen. Das Symbol fiir die Korre-
lation in der Population ist p (griech. rho).

Die ungerichteten statistischen Hypothesen lauten Hy: p =0 und Hj: p #0.
Eine gerichtete H; postuliert p <0 bzw. > 0, je nach inhaltlicher Forschungshypothese.

Fur den Signifikanztest wird der Stichprobenkennwert r in die folgende t-verteilte Prifgro-
Re umgewandelt:

r-vn—-2

Dieser empirische t-Wert wird wie gewohnt mit dem kritischen t-Wert verglichen, der der
t-Verteilungs-Tabelle zu entnehmen ist.

(df =n—2)

Nur wenn zwischen x und y ein signifikanter linearer Zusammenhang besteht, ist es sinn-
voll, y-Werte durch x-Werte mit Hilfe einer Regressionsgleichung vorherzusagen!

Voraussetzungen fiir den Korrelationstest

Die Population muss bivariat normalverteilt sein. Das gilt als erftllt, wenn (a) das Merk-
mal x fur sich genommen normalverteilt ist und (b) das Merkmal y fiir sich genommen
normalverteilt ist und (c) die Verteilung der zu einem x-Wert gehdrenden y-Werte jeweils
normal ist und umgekehrt.

Der Korrelationstest ist aber sehr robust gegentiber Verletzungen der VVoraussetzungen.
Zumindest sollte man optisch (mit einem Scatterplot) tberprifen, ob die Punktewolke un-
gefahr die Form einer Ellipse hat.

Aufgaben

1. Ist die Korrelation im Beispiel S. 56ff. signifikant? Formuliere eine gerichtete Zusam-
menhangshypothese, sowohl in Worten als auch statistisch, und teste sie auf einem Sig-
nifikanzniveau von a = 5% (bivariate Normalverteilung kann angenommen werden).

2. Welcher Anteil der Varianz von y ist in unserem Beispiel aufgrund von x vorhersagbar?

3. Was sagt dieses Ergebnis tiber Kausalitat aus?
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4. Ein Medienforscher will den evtl. Zusammenhang zwischen Gewaltvideos und Aggres-
sion untersuchen. Bei einer Stichprobe von 10 Personen wurde der Konsum von gewalt-
haltigen Videos (Anzahl pro Woche, Variable X) und das Ausmal} aggressiven Verhal-
tens (Rating durch Beobachter von 1=niedrig bis 10=hoch, Variable Y) gemessen.

Per-| Videos |aggressives
son | pro Woche | Verhalten
Xi Yi
1. 7 6
2. 8 4
3. 10 9
4. 6 2
5. 7 1
6. 8 5
7. 10 6
8. 9 4
9. 9 8
10. 8 10
¥ =82 ¥ =55

a) Zeichne in ein Koordinatensystem die zehn Punkte und die Gerade, die nach Deinem
Augenmal den Trend am besten wiedergibt!

b) Wie hoch ist in dieser Stichprobe der lineare Zusammenhang zwischen den beiden
Merkmalen?

c) Ist der Zusammenhang signifikant? Formuliere und teste eine gerichtete Hypothese
(o0 =5 %, X und Y sind normalverteilt).

d) Berechne die Gleichung fiir die Regressionsgerade und vergleiche die errechnete mit der
graphischen Lésung.

e) Welcher Wert fur die Aggressionsbereitschaft ist bei einem Konsum von 7 gewalt-
haltigen Videos pro Woche zu erwarten?
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Analyse von Haufigkeiten

In diesem Kapitel geht es um das Uberpriifen von Hypothesen, die sich auf nominalskalier-
te Merkmale beziehen. Es werden Haufigkeitsunterschiede im Auftreten bestimmter Merk-
malsauspragungen oder deren Kombinationen analysiert. Die dazu verwendeten Tests hei-
Ren Chi-Quadrat-Tests, weil die dabei benutzte PriifgroRe der so genannten y2-Verteilung
folgt (y: griech. chi).

Es gibt ein- und zweidimensionale Chi-Quadrat-Tests. Die eindimensionalen Tests dienen
der Analyse nur eines Merkmals; der zweidimensionale Chi-Quadrat-Test wird verwendet,
wenn wir zwei nominalskalierte Merkmale gleichzeitig untersuchen.

Prinzip aller Chi-Quadrat-Tests: Die empirisch beobachteten Haufigkeiten werden mit den
gemal der Ho erwarteten Haufigkeiten verglichen. Aus den Abweichungen wird die Priif-
groRe 2 berechnet, deren empirischer Wert an der %*-Verteilung (Tabelle z.B. bei Bortz,
1993, S. 699f., oder Bortz, 1999, S. 773f.) auf Signifikanz getestet wird.

Eindimensionale Chi-Quadrat-Tests

Allgemeiner eindimensionaler y’-Test

Der allgemeine eindimensionale y2Test vergleicht die Haufigkeiten der k Kategorien ei-
nes nominalskalierten Merkmals und testet Haufigkeitsunterschiede bzw. Abweichungen
der beobachteten von den erwarteten Haufigkeiten auf Signifikanz.

Beispiel (nach Bortz, 1999): In einem Warenhaus soll untersucht werden, ob vier Produkte
unterschiedlich haufig verkauft werden bzw. ob die Verkaufszahlen zueinander sich anders
verhalten, als man es erwarten konnte (vier Produkte, also Anzahl der Kategorien k = 4).
Es wurden n = 400 Verkaufe registriert:

Produkt 1 Produkt2 Produkt3 Produkt4
70 120 110 100 (Verkaufszahlen)

Man kann mit y2-Tests anhand derselben Daten verschiedene Fragestellungen untersuchen,
d.h. verschiedene Varianten der Hy testen.
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Erste Fragestellung: Wir prifen, ob die Verkaufszahlen der vier Produkte in unserem Wa-
renhaus sich signifikant voneinander unterscheiden (o = 5%), oder ob die Unterschiede nur
zufallig zustande gekommen sind. Die entsprechende Hy lautet: Gleichverteilung, d.h.
gleich haufiger Verkauf der vier Produkte in der ,,Population aller Verkaufe des Waren-
hauses.

Der empirische Wert der PriifgroRe y? wird wie folgt berechnet:

K, (o) — o))’
ra SO L)

empirischer y%-Wert
A T

Dabei ist f, ;) die beobachtete Haufigkeit in der Kategorie |

und fg;) die gemaR der Ho erwartete Haufigkeit in der Kategorie j.

Die erwarteten Haufigkeiten werden wie folgt berechnet:
fej) =Pj-N

n ist die Gesamtanzahl der beobachteten Falle;
p; ist die Wahrscheinlichkeit fir die Kategorie j bei Giltigkeit der Ho.

In unserem Beispiel (Gleichverteilung auf vier Kategorien) ist fur jede Kategorie p; = 1/4.

Die Berechnung y°-Wertes ist mit einem Datenschema einfach. Vervollstandige das Da-
tenschema und berechne den empirischen y%-Wert als Summe der letzten Spalte:

. 2
Kategorie/ _ ) Cf 2 | (o) —Teqi)
Feld NI. Ty fe(i foc) =Teiy | (Fogj) = Tec) )

1 70 100 30 900 9
2
3
4

Freiheitsgrade (bitte im Folgenden selbst ausfullen): df =k-1=

Kritischer y2-Wert: 2. =

Entscheidung und Interpretation:
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Zweite Fragestellung (immer noch Beispiel nach Bortz, 1999): Sind die Verkaufszahlen
der Produkte in unserem Warenhaus anders als in der Stadt allgemein? Die entsprechende
Ho lautet: Die Verkaufszahlen verteilen sich auf die Produkte wie in der Stadt allgemein,
nédmlich folgendermafen:

Produkt 1 Produkt2 Produkt3 Produkt4

560 680 640 700

(Verkaufszahlen der Stadt)

Wir priifen bei dieser zweiten Variante nicht, ob die Produkte unterschiedlich haufig ver-
kauft werden, sondern ob die Verkaufszahlen unseres Warenhauses sich signifikant von
den allgemeinen Verkaufszahlen in der Stadt unterscheiden (o = 5%). Die erwarteten Hau-
figkeiten fur die Produkte (immer noch unseres Warenhauses!) richten sich jetzt nach den
anteilsmaRigen Verkaufszahlen der Stadt, z.B. fur Produkt 1:

p,=560/2580 = 0,22 und deshalb f,q =p,-n=0,22-400= 88.

Vervollstandige wieder das Datenschema und berechne den empirischen y*-Wert:

) 2
Kategorie/ _ ) f 2 (fb(j)_fE(j))
Feld Nr. | b0 fe(i focp ~Teciy | (o) —Te(p) fe(i

1 70 88 -18 324 3,68

2

3

4

Freiheitsgrade (im Folgenden bitte wieder selbst ausfillen): df = k-1=
Kritischer y*-Wert: 2. =

Entscheidung und Interpretation:

Goodness-of-fit-y*-Test (x’-Anpassungstest)

Im Prinzip wie beim vorigen Abschnitt, aber: Die empirische Verteilung (beobachtete
Haufigkeiten) wird daraufhin Gberprift, ob sie sich einer theoretischen Verteilung anpasst,
z.B. einer Normalverteilung. Dazu muss das gemessene Merkmal metrisch (1) sein.
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Die Bedeutung dieses Tests liegt darin, dass viele Signifikanztests normalverteilte Merk-
male voraussetzen. Diese Voraussetzung kann mit dem Goodness-of-fit-y? tiberpriift wer-
den.

Bei der Uberpriifung der Ho, dass die Messwerte normalverteilt sind, geht man folgender-
malen vor: Zunachst werden die Messwerte in Kategorien aufgeteilt; man kann dann die
empirischen (beobachteten) Haufigkeiten der einzelnen Kategorien auszéhlen. Die Wahr-
scheinlichkeit p;, dass ein Messwert in eine bestimmte Kategorie j fallt, wird anhand der
z-transformierten Kategoriengrenzen und der entsprechenden Standardnormalverteilungs-
Flachenanteile ermittelt. Diese Wahrscheinlichkeiten dienen als Basis fiir die erwarteten
Haufigkeiten, die wieder mit der Formel fe; = p;- n berechnet werden. — Besonderheiten
beim Goodness-of-fit-y*-Test: Die Freiheitsgrade betragen df = k — 3. AuRerdem ist beim
Ermitteln des kritischen y*-Wertes zu beachten, dass man die Ho (Normalverteilung) bei-
behalten mochte. Deshalb muss man sich gegen einen Beta-Fehler absichern, was man
dadurch erreicht, dass man das Signifikanzniveau auf oo = 25% setzt. Bei p > 25% kann
man dann von einer Normalverteilung der Messwerte ausgehen.

Hinweis fiir die Datenanalyse mit SPSS: Eine andere Moglichkeit zur Uberpriifung auf
Normalverteilung ist der im Programmpaket enthaltene Kolmogoroff-Smirnov-Test.

Ein dichotomes Merkmal bei zweimaliger Untersuchung (McNemar-y’-Test)

Mit dem McNemar-Test werden die Haufigkeiten bei einem dichotomen Merkmal zu zweli
Zeitpunkten (vorher und nachher) untersucht. Es wird geprift, ob die Haufigkeitsvertei-
lung sich signifikant veréndert (significance of change).

Beispiel: Zur Prifung der Effektivitat einer Kampagne fir Kondomverwendung wurden 60
Personen vor und nach der Kampagne gefragt, ob sie Kondome benutzen. VVor der Werbe-
kampagne gaben 20 Personen an, Kondome zu benutzen; nach der Kampagne 28 Personen.
15 Personen sagten sowohl vorher als auch nachher, dass sie Kondome verwenden.

Trage die Haufigkeiten bitte in das Datenschema ein. Formuliere dann in Worten (a) die
ungerichtete Forschungshypothese und (b) die gerichtete Forschungshypothese, und teste
beide auf einem Niveau von a = 5%.

nachher
+ -
+
vorher alb
cld + = Kondombenutzung
- — = keine Kondombenutzung
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Ho (beim McNemar-Test immer ungerichtet): Die Veranderungen sind rein zuféllig, d.h. es
gibt genauso viele Verdnderungen von Plus nach Minus wie umgekehrt.

Deshalb erwarten wir, dass in den Feldern b und c gleich viele Personen sind; wir erwarten
b+c

also die Haufigkeiten o,y = fo(c) = 5

Der empirische Testwert ergibt sich durch Einsetzen der erwarteten Haufigkeiten in die
normale y2-Formel von S. 63. Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen resultiert
(bitte Zahlenwerte des Beispiels einsetzen):

2 (b—C)2 _

T e

Freiheitsgrade: df =1

Bei der Benutzung der y2-Tabelle ist zu beachten, dass sie anders konstruiert ist als die
ubrigen Tabellen, namlich extra fur ungerichtete Hypothesen. Man nimmt dann den Kriti-
schen y2-Wert, der von der x*-Verteilung eine Flache von a abschneidet (nicht wie sonst
o/2).

Bei gerichteten Hypothesen, was bei y2-Tests selten vorkommt, nimmt man den Wert, der
eine Flache von 2-a abschneidet. Firr alle % Tests gilt: Grundsatzlich lassen sich gerich-
tete Hypothesen nur bei df = 1 testen.

Kritische y2-Werte (bitte selbst ausfiillen):
a) falls man eine ungerichtete Hypothese testet: xgm =

b) falls man eine gerichtete Hypothese testet: 2 =

Entscheidung und Interpretation:

Zweidimensionale Haufigkeitstabellen:
Kreuztabellen (deskriptive Ebene)
Kreuztabellen (crosstabulations) stellen die Haufigkeitsverteilung zweier nominalskalier-

ter Merkmale deskriptiv dar. (Die inferenzstatistische Uberpriifung geschieht mit dem
zweidimensionalen y*-Test, s.u.).
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Beispiel: 240 WahlerInnen werden nach ihrer Parteipraferenz und nach ihrer Einstellung
zur Okosteuer gefragt. Die resultierenden Haufigkeiten sind in Tabelle 1a zu sehen (fiktive

Daten).

Tabelle 1a Kreuztabelle Okosteuer x Partei: Haufigkeiten (count)

SPD cbu Griine FDP total

dagegen 31 72 1 13 17

dafiir, wie jetzt 9 2 3 1 15
dafiir, zweckgebunden 64 24 16 4 108
total 104 98 20 18 240

Den Randsummen (total) ist zu entnehmen, dass insgesamt 117 der befragten Personen
gegen die Okosteuer sind, 15 wollen die Okosteuer und ihre jetzige Verwendung beibehal-
ten, und 108 Personen wollen eine zweckgebundene Okosteuer (Forderung erneuerbarer
Energiequellen und 6ffentlicher Verkehrsmittel). Insgesamt wurden 104 SPD-Sympathi-
santlnnen befragt, 98 CDU-Sympathisantinnen etc.

Die zwolIf Felder in der Mitte geben die Haufigkeiten der Merkmalskombinationen (,,Kreu-
zungen*) wieder. Die Schattierung in Tabelle 1b zeigt z.B., dass 24 der Befragten die CDU
und zugleich eine zweckgebundene Okosteuer praferieren.

Tabelle 1b Kreuztabelle Okosteuer x Partei: Haufigkeiten (count)

SPD cbu Griine FDP total
dagegen 31 72 1 13 117
dafiir, wie jetzt 9 2 3 1 15
| 000000000 ]
dafiir, zweckgebunden 64 _ 16 4 108
total 104 98 20 18 240
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Tabelle 2 enthalt zusétzlich zu den absoluten auch die relativen Haufigkeiten (Prozentwer-
te), bezogen auf die Gesamtanzahl der Befragten, n = 240:

Tabelle 2 Kreuztabelle Okosteuer x Partei:
Haufigkeiten und Gesamtprozentwerte (count and total percentage)

SPD CDhu Griine FDP total
taceden 31 72 1 13 117
9¢d 12,9%  30,0%  0,4% 54% | 48,8%
o 9 2 3 1 15
dafir, wie jetzt 38%  08%  13%  04% | 63%
) 64 24 16 4 108
dafiir, zweckgebunden | e 00 10000 6,7% 17% | 45,0%
ol 104 98 20 18 240
433%  408%  83%  75% | 100,0%

Oft ist es aber inhaltlich sinnvoll, die Prozentwerte nicht auf den gesamten Stichproben-
umfang (hier n = 240) zu beziehen, sondern auf die jeweiligen Merkmalsauspréagungen,
sprich auf die Zeilen bzw. Spalten. Das wird in Tabelle 3 bzw. Tabelle 4 gemacht. Tabel-
le 3 enthélt die Zeilenprozentwerte. Man sieht dort z.B., dass von den 117 Befragten, die
gegen die Okosteuer sind, 61,5% die CDU wahlen, aber nur 0,9% die Griinen.

Tabelle 3 Kreuztabelle Okosteuer x Partei:

Haufigkeiten und Zeilenprozentwerte (count and row percentage)

SPD cbu Griine FDP total
taceqen 31 72 1 13 117
9¢9 265%  615%  09%  11,1% | 100,0%
dafiir, wie jetzt 2 2 3 ! 15
»Wie ) 60,0%  133%  200%  67% | 100,0%
) 64 24 16 4 108
dafi, zweckgebunden | oo 30 50000 1a8%  37% | 100,0%
ol 104 98 20 18 240
433%  408%  83% 75% | 100,0%
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In Tabelle 4 mit den Spaltenprozentwerten sieht man z.B., dass von den befragten Grilinen-
Wahlern 80% fiir eine zweckgebundene Okosteuer sind, aber nur 15% fiir eine Okosteuer

in der jetzigen Form.

Tabelle 4 Kreuztabelle Okosteuer x Partei:
Haufigkeiten und Spaltenprozentwerte (count and column percentage)

SPD CDhu Griine FDP total
taceden 31 72 1 13 117
9¢d 29,8%  735%  50%  72.2% | 48,8%
o 9 2 3 1 15
dafir, wie jetzt 87%  20%  150%  56% | 63%
) 64 24 16 4 108
dafiir, zweckgebunden | o oo 5ic g00%  222% | 45,0%
ol 104 98 20 18 240
1000%  100,0%  100,0%  100.0% | 100,0%

Eine Mdglichkeit, Tabelle 4 zu visualisieren, ist ein gestapeltes Balkendiagramm (Abbil-

dung 11):

Abbildung 11: Relative Haufigkeiten bei
zwei nominalskalierten Merkmalen

SPD
'S cou M dagegen
E O dafiir, wie jetzt
Grine .
O dafiir, zweckgebunden
FDP
0% 20% 40% 60% 80% 100%

Relative Haufigkeiten
der Einstellung zur Okosteuer

Um zu untersuchen, ob die Einstellung zur Okosteuer in den verschiedenen Parteien unter-

schiedlich ist, bzw. ob sie mit der Partei zusammenhé&ngt (was gleichbedeutend ist), ver-
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gleicht man die empirisch vorgefundenen, d.h. beobachteten Haufigkeiten mit denjenigen
Haufigkeiten, die unter der Annahme zu erwarten sind, dass die beiden Merkmale ,,Ein-
stellung” und ,,Partei* unabhéangig voneinander seien. Tabelle 5 enthélt in Klammern diese
erwarteten Haufigkeiten (zu deren Berechnung s. S. 71).

Tabelle 5 Kreuztabelle Okosteuer x Partei:
beobachtete (und erwartete) Haufigkeiten [observed (and expected) count]

SPD Ccbu Griine FDP total
31 72 1 13
dagegen G07) @8 8 @8 |
. 9 2 3 1
dafiir, wie jetzt 6.5) 6,1) (1.3) (1.1) 15
dafiir, zweckgebunden o4 24 16 4 108

(46,8) (44,1) (9,0) 8,1)

total 104 98 20 18 240

Die Differenz zwischen den vorgefundenen und den erwarteten Haufigkeiten ist — wie im
eindimensionalen Fall — die Basis fiir den y-Wert, den wir fir den Signifikanztest (hier:
zweidimensionaler y2-Test) brauchen.

Zweidimensionaler Chi-Quadrat-Test

Der zweidimensionale y2-Test priift Haufigkeitsunterschiede bei zwei Merkmalen bzw. die
Abweichungen der beobachteten von den erwarteten Haufigkeiten auf Signifikanz.

Er heiRt auch k-7 -y*Test, weil wir ein Merkmal mit k Kategorien und eines mit ¢ Kate-
gorien haben.

Die zu testende Unterschiedshypothese lautet, dass k Stichproben sich unterschiedlich
(bzw. nicht so, wie man es erwartet) auf die ¢ Auspréagungen eines nominalskalierten
Merkmals verteilen. Die Hypothese ist auch als Zusammenhangshypothese zweier nomi-
nalskalierter Merkmale formulierbar: Hy: Die beiden Merkmale sind abhangig voneinander
bzw. h&ngen zusammen (Kontingenz, vgl. die Einteilung auf S. 58). Ho: Die beiden Merk-
male sind unabh&ngig voneinander bzw. hdngen nicht miteinander zusammen.
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Der empirische y-Wert wird nach folgender Formel berechnet:

A A i
2 b(i, )
Xemp:_z Z (i J} __E(I )
i=1l j=1 e(i,j)

Durch die beiden Summenzeichen l&uft die Summierung Gber die Zeilen und die Spalten.
Das Vorgehen ist aber dasselbe wie beim eindimensionalen y2-Test, nur dass wir im Par-
teien-Beispiel zwolf Felder haben, wéhrend es im Warenhaus-Beispiel vier waren.

Die Berechnung der erwarteten Haufigkeiten héngt davon ab, ob die Wahrscheinlichkeiten
aus den Daten geschétzt oder durch die Hy vorgegeben werden; meistens ist Ersteres der
Fall.

Zeilensumme i - Spaltensumme j .
feqij) = " , wenn Schatzung aus den Daten,

feqi,j) = Pi,j-n . wenn die p;; durch die Ho bereits vorgegeben sind.

Freiheitsgrade:

df =(k—1)-(¢-1), wenn Schétzung der Wahrscheinlichkeiten aus den Daten,

df =k- /-1, wenn die Wahrscheinlichkeiten durch die Hy vorgegeben sind.

Voraussetzungen fiir y’-Tests

« Nominaldaten (Ausnahme: Metrische Daten beim Goodness-of-fit-y?-Test).

« Jede untersuchte Einheit muss eindeutig einer Merkmalskategorie (bzw. bei zwei-
dimensionalen Tests: einer Kombination von Merkmalskategorien) zuzuordnen sein.

o Minimum fur erwartete Haufigkeiten: f, >5
(wenn df = 1 ist, bendtigen wir sogar f, >10)

Diese Regel muss nicht streng eingehalten werden, da y2-Tests relativ robust sind. Das
angegebene Minimum fir erwartete Haufigkeiten darf aber in hdchstens 20% der Felder
unterschritten werden.

Aufgaben

1. Sind beim Parteien-Beispiel die Voraussetzungen fiir einen y2Test erfiillt?
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2. Berechne anhand der beobachteten und der erwarteten Haufigkeiten (Tabelle 5, S. 70)
den empirischen - Wert.

3. Nimm an, die 240 WéhlerIinnen wurden zuféllig ausgewahlt, um ein Meinungsbild der
Deutschen zu erhalten. Teste die Hypothese, dass die Einstellung der Deutschen zur
Okosteuer mit ihrer Parteipraferenz zusammenhéngt (o = 1%).

4. Ein privater Fernsehsender lasst untersuchen, ob das Anschauen bzw. Nichtanschauen
seines Programms vom Geschlecht der jeweiligen Fernsehzuschauer abhéngt. (Dies ist
ein Beispiel fir ein 4-Felder- 4%, so nennt man ein k- ¢ -x* mit zwei dichotomen
Merkmalen.)

An einer Stichprobe von 100 Personen werden folgende Haufigkeiten festgestellt:

mannlich  weiblich

sieht das Programm 10 40
sieht das Programm nicht 20 30

Formuliere die Alternativhypothese und teste sie auf dem 1%-Niveau.
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