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E v al u ati n g t h e  Fit  of  St r u ct u r al  E q u ati o n  M o d el s: 

Te st s  of  Si g nifi c a n c e  a n d  

D e s c ri pti v e  G o o d n e s s- of- Fit  M e a s u r e s 

K a ri n  S c h e r m ell e h- E n g el 1   a n d  H elf ri e d  M o o s b r u g g e r 

G o et h e  U ni v e r sit y,  F r a n kf u rt  

H a n s  M üll e r  

U ni v e r sit y  of  E rf u rt 

F or str u ct ur al  e q u ati o n  m o d el s,  a  h u g e  v ari et y  of fit i n di c e s  h a s  b e e n  d e v el o p e d.  T h e s e 

i n di c e s,   h o w e v er,   c a n   p oi nt  t o   c o nfli cti n g  c o n cl u si o n s   a b o ut  t h e   e xt e nt  t o   w hi c h   a  

m o d el   a ct u all y   m at c h e s  t h e   o b s er v e d   d at a.   T h e   pr e s e nt   ar ti cl e   pr o vi d e s  s o m e   g ui d e-

li n e s  t h at  s h o ul d   h el p   a p pli e d  r e s e a r c h e rs  t o   e v al u at e  t h e   a d e q u a c y   of   a   gi v e n  st r u c-

t u r al   e q u ati o n   m o d el.   First,   a s   g o o d n e s s- of-f it   m e a s u r e s   d e p e n d   o n  t h e   m et h o d   u s e d  

f o r   p a r a m et er   e sti m ati o n,  m a xi m u m  li k eli h o o d  ( M L)   a n d   w ei g ht e d  l e a st  s q u a r e s  

( W L S)   m et h o d s   ar e  i ntr o d u c e d  i n  t h e   c o nt e x t   of  st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d eli n g.   T h e n,  

t h e  m o st  c o m m o n  g o o d n e s s- of-fit i n di c e s  a r e  di s c u s s e d  a n d s o m e r e c o m m e n d ati o n s f o r 

p r a ctiti o n e rs   gi v e n.   Fi n all y,   w e   g e n e r at e d   a n   a rtifi ci al   d at a  s et   a c c o r di n g  t o   a  "t r u e"  

m o d el   a n d   a n al y z e d  t w o   mis s p e cifi e d   a n d  t w o   c orr e ctl y  s p e cifi e d   m o d el s   a s   e x a m pl e s  

of  p o o r  m o d el fit,  a d e q u at e fit,  a n d  g o o d fit. 

K e y w o r d s:  St r u ct u r al   e q u ati o n   m o d eli n g,   m o d el  fit,   g o o d n e s s- of-fit  i n di c e s,   st a n d a r di z e d  

r e si d u al s,  m o d el  p a r si m o n y 

 

I n  st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d eli n g  ( S E M),   a   m o d el  i s  s ai d  t o  fit  t h e   o b s e r v e d   d at a  t o  

t h e   e xt e nt  t h at  t h e   m o d el-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m at ri x  i s   e q ui v al e nt  t o  t h e   e m pi ri c al   c o-

v a ri a n c e  m at ri x.  O n c e  a  m o d el  h a s  b e e n s p e cifi e d  a n d t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x i s 

gi v e n,  a  m et h o d  h a s t o  b e s el e ct e d f o r  p a r a m et e r  e sti m ati o n.  Diff e r e nt  e sti m ati o n  m et h-

o d s   h a v e   diff e r e nt   di st ri b uti o n al   a s s u m pti o n s   a n d   h a v e   diff e r e nt   di s c r e p a n c y  f u n cti o n s  

t o   b e   mi ni mi z e d.   W h e n  t h e   e sti m ati o n   p r o c e d u r e   h a s   c o n v e r g e d  t o   a  r e a s o n a bl e  s ol u-

                                     

1   C o r r e s p o n d e n c e   c o n c e r ni n g  t hi s   a r ti cl e  s h o ul d   b e   a d dr e s s e d  t o   Dr.   K ari n   S c h er m ell e h- E n g el,   G o et h e  

U ni v e rsit y,  I n stit ut e   of   P s y c h ol o g y,   M e rt o n st r a s s e   1 7,   6 0 0 5 4   F r a n kf u rt   a m   M ai n,   G e r m a n y.   E- m ail:  

s c h e r m ell e h- e n g el @ p s y c h. u ni-fr a n kf urt. d e . 
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ti o n, t h e fit  of t h e  m o d el s h o ul d  b e  e v al u a t e d.  M o d el fit  d et e r mi n e s t h e  d e g r e e t o  w hi c h 

t h e  st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d el  fit s  t h e   s a m pl e   d at a.   Alt h o u g h  t h e r e   a r e   n o   w ell-

e st a bli s h e d   g ui d eli n e s  f o r   w h at   mi ni m al   c o n diti o n s   c o n stit ut e   a n   a d e q u at e  fit,   a   g e n e r al  

a p p r o a c h i s t o  e st a bli s h t h at t h e  m o d el i s i d e ntifi e d, t h at t h e it e r ati v e  e sti m ati o n  p r o c e-

d u r e  c o n v e r g e s, t h at  all  p a r a m et e r  e sti m at e s  a r e  wit hi n t h e r a n g e  of  p e r mi s si bl e  v al u e s, 

a n d t h at t h e st a n d a r d  e r r o r s  of t h e  p a r a m et e r  e sti m at e s  h a v e r e a s o n a bl e si z e ( M a r s h  & 

G r a y s o n,  1 9 9 5).  F u rt h e r m o r e, t h e st a n d a r di z e d  r e si d u al s s h o ul d  b e  c h e c k e d f o r  p att e r n s 

i n  t h e  r e si d u al   m at ri x   a s   a  si g n   of  ill  fit.   A s  H a y d u k  ( 1 9 9 6)  st at e s,  it  i s  t h e   diff e r e n c e  

b et w e e n t h e  e m pi ri c al  a n d t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x "t h at  d ri v e s  all t e st s  of 

o v e r all fit,  a n d s y st e m ati c  diff e r e n c e s  h e r e,  e v e n if s m all,  w a r r a nt  c a uti o n" ( p.  1 9 8). 

A p pli e d  r e s e a r c h e r s   oft e n   h a v e   diffi c ult y   d et e r mi ni n g  t h e   a d e q u a c y   of  st r u ct u r al  

e q u ati o n   m o d el s   b e c a u s e   v a ri o u s   m e a s u r e s   of   m o d el  fit   p oi nt  t o   c o nfli cti n g   c o n cl u si o n s  

a b o ut t h e  e xt e nt t o  w hi c h t h e  m o d el  a ct u a ll y  m at c h e s t h e  o b s e r v e d  d at a.  S oft w a r e  p r o-

g r a m s  s u c h   a s   LI S R E L  ( J ö r e s k o g   &   S ö r b o m,   1 9 9 6),   E Q S  ( B e ntl e r,   1 9 9 5),   M pl u s  

( M ut h é n   &   M ut h é n,   1 9 9 8),   A M O S  ( A r b u c kl e   &   W ot h k e,   1 9 9 9),   S E P A T H  ( St ei g e r,  

1 9 9 5),  o r  R A M O N A ( B r o w n e  &  M el s,  1 9 9 2),  a m o n g  ot h e r s,  p r o vi d e  a  v a ri et y  of fit i n di-

c e s  f o r   m o d el   e v al u ati o n.   A s  t h e r e   d o e s   n ot   e xi st   a   c o n s e n s u s   a b o ut   w h at   c o n stit ut e s   a  

" g o o d fit" ( T a n a k a,  1 9 9 3), t h e fit i n di c e s s h o ul d  b e  c o n si d e r e d si m ult a n e o u sl y. 

I n t h e f oll o wi n g,  w e  will fi r st  gi v e  a s h o rt  o v e r vi e w  o v e r t w o  m et h o d s f r e q u e ntl y  u s e d 

f o r   p a r a m et e r   e sti m ati o n  i n  st r u ct u r al  e q u ati o n   m o d eli n g,  i. e.,   m a xi m u m  li k eli h o o d  

( M L)   a n d   w ei g ht e d  l e a st  s q u a r e s  ( W L S) 2 .   S e c o n d,   w e   will   di s c u s s  s o m e   c o m m o n   g o o d-

n e s s- of-fit  m e a s u r e s  p r o vi d e d  b y t h e  LI S R E L  p r o g r a m,  a s  m o st  of t h e s e i n di c e s  a r e  p r o-

vi d e d   b y   ot h e r  s oft w a r e   p r o g r a m s,  t o o.   T h i r d,   w e   will   gi v e  s o m e  r e c o m m e n d ati o n s  f o r  

e v al u ati n g  t h e  fit   of  st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d e l s.   Fi n all y,   u si n g   a n   a rtifi ci al   d at a  s et   w e  

will   e v al u at e  t h e  fit   of  f o u r   alt e r n ati v e   m o d el s   a s   e x a m pl e s   of   p o o r   m o d el  fit,   a d e q u at e  

fit,  a n d  g o o d fit.3  

                                     

2   B e si d e s  t h e s e,  s e v er al   ot h er   m et h o d s   e xi st,   b ut  t h e y   will   n ot   b e   di s c u s s e d   h er e  i n   d et ail.   F or  f urt h er  

i nf o r m ati o n   o n   e sti m ati o n   m et h o d s   w e  r e c o m m e n d  t h e  r e s p e cti v e   b o o k   c h a pt e rs  i n   B oll e n  ( 1 9 8 9),   B oll e n  

a n d  L o n g ( 1 9 9 3),  a n d  K a pl a n ( 2 0 0 0).  

3   T o f a cilit at e  ori e nt ati o n,  a  d et ail e d t a bl e  of  c o nt e nt s i s  p r o vi d e d  a s  a s e p ar at e fil e  n e xt t o t hi s  arti cl e  at 

htt p: / / w w w. m p r- o nli n e. d e  
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M et h o d s f o r  P a r a m et e r  E sti m ati o n 

M a xi m u m   Li k eli h o o d   ( M L )  

M a xi m u m   Li k eli h o o d  ( M L)  i s  t h e   m o st   wi d e l y   u s e d  fitti n g  f u n cti o n  f o r  st r u ct u r al  

e q u ati o n  m o d el s.  N e a rl y  all  of t h e  m aj o r s oft w a r e  p r o g r a m s  u s e  M L  a s t h e  d ef a ult  e sti-

m at o r.  T hi s  m et h o d l e a d s t o  e sti m at e s f o r t h e  p a r a m et e r s θ   w hi c h  m a xi mi z e t h e li k eli-

h o o d  L  t h at t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x S  i s  d r a w n f r o m  a  p o p ul ati o n f o r  w hi c h t h e 

m o d el-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m at ri x  )(θΣ  i s   v ali d.   T h e  l o g-li k eli h o o d  f u n cti o n  l o g   L  t o   b e  

m a xi mi z e d i s ( B oll e n,  1 9 8 9,  p.  1 3 5) 

 cθθNL  )(trl o g)1(
2

1
l o g }{ ][ 1 ++−−= −S Σ)Σ (  ( 1)  

w h e r e  

l o g i s t h e  n at u r al l o g a rit h m,  

L  i s t h e li k eli h o o d f u n cti o n, 

N  i s t h e s a m pl e si z e, 

θ  i s t h e  p a r a m et e r  v e ct o r, 

)(θΣ  i s t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x  a n d  )(θΣ  it s  d et e r mi n a nt, 

t r i s t h e t r a c e  of  a  m at ri x,  a n d 

c  i s   a   c o n st a nt  t h at   c o nt ai n s  t e r m s   of   t h e   Wi s h a rt   di st ri b uti o n  t h at   d o   n ot   c h a n g e  

o n c e t h e s a m pl e i s  gi v e n ( B oll e n,  1 9 8 9,  p.  1 3 5). 

 

M a xi mi zi n g l o g  L  i s  e q ui v al e nt t o  mi ni mi zi n g t h e f u n cti o n 

 pθθF −+−= − ])([trl o g)(l o g 1
M L S ΣSΣ  ( 2)  

w h e r e  

  FM L  i s t h e  v al u e  of t h e fitti n g f u n cti o n  e v al u at e d  at t h e fi n al  e sti m at e s ( cf.  H a y d u k, 

1 9 8 9,  p.  1 3 7),  a n d 

  p i s t h e  n u m b e r  of  o b s e r v e d  v a ri a bl e s. 

T h e   M L   e sti m at o r   a s s u m e s  t h at  t h e   v a ri a bl e s  i n  t h e   m o d el   a r e   m ulti v a ri at e   n o r m al,  

i. e.,  t h e  j oi nt   di st ri b uti o n   of  t h e   v a ri a bl e s  i s  a   m ulti v a ri at e   n o r m al   di st ri b uti o n.   F u r-
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t h e r m o r e  it  i s   a s s u m e d  t h at  )(θΣΣ   a n d   S   a r e   p o siti v e   d efi nit e,   w hi c h  i m pli e s  t h at  t h e s e  

m at ri c e s  m u st  b e  n o n si n g ul a r.  M L  e sti m at o r s  h a v e s e v e r al i m p o rt a nt  p r o p e rti e s ( cf.  B ol-

l e n,   1 9 8 9).  If  t h e   o b s e r v e d   d at a  st e m  f r o m   a  m ulti v a ri at e   n o r m al   di st ri b uti o n,  if  t h e  

m o d el i s s p e cifi e d  c o r r e ctl y,  a n d if t h e s a m pl e  si z e i s s uffi ci e ntl y l a r g e,  M L  p r o vi d e s  p a-

r a m et e r  e sti m at e s  a n d st a n d a r d  e r r o r s t h at  a r e  a s y m pt oti c all y  u n bi a s e d,  c o n si st e nt,  a n d 

effi ci e nt.   F u rt h e r m o r e,   wit h  i n c r e a si n g  s a m pl e  si z e  t h e   di st ri b uti o n   of  t h e   e sti m at o r   a p-

p r o xi m at e s   a   n o r m al   di st ri b uti o n.   T h u s,  t h e   r ati o   of   e a c h   e sti m at e d   p a r a m et e r  t o  it s  

st a n d a r d  e r r o r i s  a p p r o xi m at el y  z - di st ri b ut e d i n l a r g e s a m pl e s. 

A n i m p o rt a nt  a d v a nt a g e  of  M L i s t h at it  all o w s f o r  a f o r m al st ati sti c al t e st  of  o v e r all 

m o d el  fit  f o r   o v e ri d e ntifi e d   m o d e l s.   T h e   a s y m pt oti c   di st ri b uti o n   of  (N   −   1) F M L  i s   a   χ 2  

di st ri b uti o n  wit h  df  =  s   – t d e g r e e s  of f r e e d o m,  w h e r e  s  i s t h e  n u m b e r  of  n o n r e d u n d a nt 

el e m e nt s i n  S   a n d t i s t h e  n u m b e r  of f r e e  p a r a m et e r s.  A n ot h e r  a d v a nt a g e  of  M L i s t h at 

it s   e sti m at e s   a r e  i n   g e n e r al  s c al e  i n v a ri a nt  a n d  s c al e  f r e e  ( B oll e n,   1 9 8 9,   p.   1 0 9).   A s   a  

c o n s e q u e n c e,  t h e   v al u e s   of  t h e  fit  f u n cti o n   d o   n ot   d e p e n d   o n   w h et h e r   c o r r el ati o n   o r   c o-

v a ri a n c e  m at ri c e s  a r e  a n al y z e d,  a n d  w h et h e r  o ri gi n al  o r t r a n sf o r m e d  d at a  a r e  u s e d. 

A li mit ati o n  of  M L  e sti m ati o n i s t h e st r o n g  a s s u m pti o n  of  m ulti v a ri at e  n o r m alit y,  a s 

vi ol ati o n s   of   di st ri b uti o n al   a s s u m pti o n s   a r e   c o m m o n   a n d   oft e n   u n a v oi d a bl e  i n   p r a cti c e  

a n d   c a n   p ot e nti all y  l e a d  t o  s e ri o u sl y   mi sl e a di n g  r e s ult s.   N e v e rt h el e s s,   M L  s e e m s  t o   b e  

q uit e  r o b u st   a g ai n st  t h e   vi ol ati o n   of  t h e   n o r m alit y   a s s u m pti o n  ( cf.   B o o m s m a   &  

H o o gl a n d,   2 0 0 1;   C h o u   &   B e ntl e r,   1 9 9 5;   C u r r a n,   W e st   &   Fi n c h,   1 9 9 6;   M ut h é n   &  

M ut h é n,   2 0 0 2;   W e st,   Fi n c h,   &   C u r r a n,   1 9 9 5) .   Si m ul ati o n  st u di e s  s u g g e st  t h at   u n d e r  

c o n diti o n s   of  s e v e r e   n o n n o r m alit y,   M L   p a r a m et e r   e sti m at e s   a r e  still   c o n si st e nt   b ut   n ot  

n e c e s s a ril y   effi ci e nt.   U si n g  t h e   χ 2   a s   a   m e a s u r e   of   m o d el  fit  ( s e e   b el o w)   will  l e a d  t o   a n  

i nfl at e d   T y p e  I   e r r o r  r at e  f o r   m o d el  r ej e cti o n  ( C u r r a n,   W e st,   &   Fi n c h,   1 9 9 6;   W e st,  

Fi n c h,  &  C u r r a n,  1 9 9 5).  F o r  M L  e sti m ati o n  wi t h s m all s a m pl e s,  b o ot st r a p pi n g ( Ef r o n  & 

Ti b s hi r a ni,  1 9 9 3)  m a y  b e  a n  alt e r n ati v e ( S hi pl e y,  2 0 0 0). 

C o r r e cti o n s   h a v e   b e e n   d e v el o p e d  t o   a dj u st   M L  e sti m at o r s t o  a c c o u nt f o r  n o n n o r m al-

it y  (f o r   a n   o v e r vi e w   of  r o b u st,   c o r r e cti v e  st ati sti c s,  s e e   S at o r r a   &   B e ntl e r,   1 9 9 4).   T h e  

S at o r r a- B e ntl e r s c al e d  χ 2  i s  c o m p ut e d  o n t h e  b a si s  of t h e  m o d el,  e sti m ati o n  m et h o d,  a n d 

s a m pl e  f o u rt h- o r d e r   m o m e nt s   a n d   h ol d s  r e g a r dl e s s   of  t h e   di st ri b uti o n   of  t h e   o b s e r v e d  

v a ri a bl e s ( H u  &  B e ntl e r,  1 9 9 5,  p.  7 9).  A s si m ul ati o n st u di e s  d e m o n st r at e, r o b u st  m a xi-

m u m  li k eli h o o d   e sti m at o r s   b a s e d   o n  t h e   S at o r r a- B e ntl e r  s c al e d   χ 2  st ati sti c   h a v e  r el a-

ti v el y   g o o d  st ati sti c al   p r o p e rti e s   c o m p a r e d   t o  l e a st  s q u a r e s   e sti m at o r s  ( B o o m s m a   &  

H o o gl a n d,  2 0 0 1;  H o o gl a n d,  1 9 9 9).  
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I n r o b u st n e s s st u di e s, t h e s c al e d χ 2  st ati sti c  o ut p e rf o r m e d t h e st a n d a r d  M L  e sti m at o r 

( C u r r a n,   W e st,   &   Fi n c h,   1 9 9 6;   C h o u,   B e ntl e r,   &   S at o r r a,   1 9 9 1),   a n d  r o b u st  st a n d a r d  

e r r o r s   yi el d e d  t h e  l e a st   bi a s e d  st a n d a r d   e r r o r s,   e s p e ci all y   w h e n  t h e   di st ri b uti o n s   of  t h e  

o b s e r v e d   v a ri a bl e s   w e r e   e xt r e m el y   n o n n o r m a l  ( C h o u   &   B e ntl e r,   1 9 9 5).   B ut   a s  r o b u st  

m a xi m u m  li k eli h o o d   e sti m ati o n   n e e d s  r el ati v el y  l a r g e  s a m pl e  si z e s   of   at  l e a st   N   ≥   4 0 0  

( B o o m s m a   &   H o o gl a n d,   2 0 0 1)   o r   e v e n   N   ≥   2, 0 0 0  ( Y a n g- W all e nti n   &   J ö r e s k o g,   2 0 0 1),  

f u rt h e r  st u di e s   a r e   n e c e s s a r y  t o   d et e r mi ne  t h e   a d v a nt a g e s   a n d   di s a d v a nt a g e s   of  t h e s e  

m et h o d s i n s m all t o  m o d e r at e s a m pl e si z e s. 

W ei g ht e d   L e a st   S q u a r e s   ( W L S )  

If  t h e   d at a   a r e   c o nti n u o u s   b ut   n o n n o r m al,   t h e   e sti m ati o n   m et h o d   m o st   oft e n  r e c o m-

m e n d e d i s t h e  a s y m pt oti c all y  di st ri b uti o n  f r e e ( A D F)  m et h o d ( B r o w n e,  1 9 8 4),  alt h o u g h 

si m ul ati o n  st u di e s  s u g g e st  t h at   M L   e sti m ati o n   wit h   o r   wit h o ut   a   c o r r e cti o n  f o r   n o n-

n o r m alit y  s e e m s  t o   p e rf o r m   b ett er  t h a n   A D F   a n d  s h o ul d   b e   p r ef e r r e d  ( B o o m s m a   &  

H o o gl a n d,  2 0 0 1;  H u,  B e ntl e r,  &  K a n o,  1 9 9 2;  Ol s s o n,  F o s s,  T r o y e,  &  H o w ell,  2 0 0 0).  T h e 

A D F   m et h o d  i s   a v ail a bl e  i n   LI S R E L   u n d e r   t h e   n a m e  " w ei g ht e d  l e a st  s q u a r e s  ( W L S)"  

a n d i n  E Q S  u n d e r " a r bit r a r y  di st ri b uti o n  g e n e r ali z e d l e a st s q u a r e s ( A G L S)". I n  c o nt r a st 

t o  M L, r a w  d at a  a r e  n e e d e d f o r  d at a  a n al y si s.  T hi s  m et h o d  m a y  al s o  b e  u s e d if s o m e  of 

t h e  o b s e r v e d  v a ri a bl e s  a r e  o r di n al  a n d  ot h e r s  c o nti n u o u s, if t h e  di st ri b uti o n s  of t h e  c o n-

ti n u o u s  v a ri a bl e s  d e vi at e  c o n si d e r a bl y f r o m  n o r m a lit y,  o r if  m o d el s i n cl u d e  di c h ot o m o u s 

v a ri a bl e s. 

W L S  mi ni mi z e s t h e fit f u n cti o n 

 [ ] [ ])(
'

)(
1

W L S θθF σσ σσ −−=
−

sWs  (3 ) 

w h e r e  

   s  i s t h e  v e ct o r  of  n o n r e d u n d a nt  el e m e nt s i n t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x, 

 )(θσσ  i s  t h e   v e ct o r   of   n o n r e d u n d a nt   el e m e nt s   i n  t h e   m o d el-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m a-

t ri x, 

 θ  i s t h e (t ×   1)  v e ct o r  of  p a r a m et e r s, 

  W  – 1  i s  a  (k  ×  k )  p o siti v e  d efi nit e  w ei g ht  m at ri x  wit h  k   = p (  p   +  1) / 2  a n d p   =  n u m-

b e r  of  o b s e r v e d  v a ri a bl e s. 
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W L S  r e q ui r e s  t h at  t h e   m at ri x   W  i s   a   c o n si st e nt   e sti m at e   of  t h e   a s y m pt oti c   c o v a ri-

a n c e   m at ri x   of  t h e  s a m pl e   v a ri a n c e s   a n d   c o v a ri a n c e s  ( o r   c o r r el ati o n s)   b ei n g   a n al y z e d  

( B r o w n e,   1 9 8 4;  s e e   al s o   K a pl a n,   2 0 0 0,   p.   8 1f.).   T h e   el e m e nt s   of   W   – 1   a r e   u s u all y   o b-

t ai n e d   b y  i n v e rti n g   a   m at ri x   W   w hi c h  i s   c h o s e n  i n  s u c h   a   w a y  t h at   a  t y pi c al   el e m e nt  

w ij g h i s  p r o p o rti o n al t o  a  c o n si st e nt  e sti m at e  of t h e  a s y m pt oti c  c o v a ri a n c e  of s ij  wit h s g h :  

 
ij g hj gi hj hi gg hijij g h N

N
ssa c o vNw κ

1
σσσσ),()1(

−
++=−=  (4 ) 

w h e r e  

κ ij g h i s  t h e  f o u rt h- o r d e r   c u m ul a nt,   a   c o m p o n e nt   of  t h e   di st ri b uti o n  r el at e d  t o  t h e  

m ulti v a ri at e  k u rt o si s, 

s ij , s g h   a r e s a m pl e  c o v a ri a n c e s,  a n d  

σ i g, σ j h, σ i h,  a n d σ j g   a r e  p o p ul ati o n  c o v a ri a n c e s  of X i  wit h X g , X j  wit h X h , X i  wit h X h , 

a n d  X j  wit h X g , r e s p e cti v el y.  

 

T h e  W L S  m et h o d  h a s s e v e r al  a d v a nt a g e s,  y et  al s o s o m e  di s a d v a nt a g e s ( B oll e n,  1 9 8 9, 

p.   4 3 2).   O n e   m ai n   a d v a nt a g e  i s  t h at  it   r e q ui r e s   o nl y   mi ni m al   a s s u m pti o n s   a b o ut  t h e  

di st ri b uti o n   of  t h e   o b s e r v e d   v a ri a bl e s.   S i m ul ati o n  r e s e a r c h   wit h   n o n n o r m al   d at a  s h o w s  

t h at  t h e   W L S  t e st  st ati sti c  i s  r el ati v el y   u n aff e ct e d   b y   di st ri b uti o n al   c h a r a ct e ri sti c s  

( H o o gl a n d  &  B o o m s m a,  1 9 9 8;  W e st,  Fi n c h,  &  C u r r a n,  1 9 9 5).  A n ot h e r  a d v a nt a g e i s t h at 

W L S   m a y   al s o   b e   u s e d   a s   a   m e a n s   of   a n al y zi n g   c o r r el ati o n   m at ri c e s,  if  t h e   c o r r e s p o n d-

i n g  m at ri x W   c o nt ai n s t h e  c o v a ri a n c e s  of t h e  c o r r el ati o n s  r ij  a n d r g h . It s h o ul d  b e  n ot e d 

t h at  t hi s   m at ri x   diff e r s  f r o m   t h e   o n e   c o nt ai ni n g  t h e   c o v a ri a n c e s   s ij a n d  s g h .  I n   g e n e r al,  

W L S  p r o d u c e s  a n  a c c u r at e  χ 2  t e st st ati sti c  a n d  a c c u r at e st a n d a r d  e r r o r s if s a m pl e si z e i s 

s uffi ci e ntl y l a r g e. 

A  li mit ati o n   of  t h e   W L S   m et h o d   c a n   b e  s e e n   i n  t h e  f a ct  t h at  t h e   w ei g ht   m at ri x  

g r o w s r a pi dl y  wit h i n c r e a si n g  n u m b e r s  of i n di c at o r  v a ri a bl e s.  A s t h e  a s y m pt oti c  c o v a ri-

a n c e  m at ri x i s  of  o r d e r ( k  ×  k ),  w h e r e k   = p (  p   +  1) / 2  a n d p  i s t h e  n u m b e r  of  o b s e r v e d 

v a ri a bl e s, t h e  w ei g ht  m at ri x  of  a  m o d el  c o nt ai ni n g  1 0  v a ri a bl e s  w o ul d  b e  of  o r d e r ( 5 5  ×  

5 5)   wit h   1 5 4 0   n o n r e d u n d a nt   el e m e nt s.   T h u s,   t h e   W L S   m et h o d   c o m p a r e d  t o   M L  r e-

q ui r e s l a r g e s a m pl e s i n  o r d e r t o  o bt ai n  c o n s i st e nt  a n d  effi ci e nt  e sti m at e s. If t h e  di st ri b u-

ti o n   of  t h e   o b s e r v e d   v a ri a bl e s   d o e s   n ot   d e vi at e   f r o m  t h e   n o r m al   di st ri b uti o n   b y   a   c o n-

si d e r a bl e  a m o u nt,  o n e  m a y  al s o  a p pl y  M L.  C o n s i st e nt  wit h  p r e vi o u s fi n di n g s ( cf.  C h o u, 

B e ntl e r,   &   S at o r r a,   1 9 9 1;   M ut h é n   &   K a pl a n,   1 9 8 5,   1 9 9 2),   C h o u   a n d   B e ntl e r  ( 1 9 9 5)   d o  
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n ot r e c o m m e n d  W L S f o r  p r a cti c al  a p pli c ati o n s  w h e n  m o d el s  a r e  c o m pl e x  a n d  w h e n t h e 

s a m pl e si z e i s s m all.  

R e c e nt   d e v el o p m e nt s   of   W L S- b a s e d   e sti m at o r s   u n d e r   n o n n o r m alit y  s u g g e st  t h at  

W L S f o r  c at e g o ri c al  o ut c o m e s  a s i m pl e m e n t e d i n  M pl u s ( M ut h é n  &  M ut h é n,  1 9 9 8)  d o e s 

n ot  r e q ui r e  t h e  s a m e  l a r g e  s a m pl e  si z e s   a s   W L S  f o r   c o nti n u o u s   n o n- n o r m al   d at a  ( cf.  

K a pl a n,  2 0 0 0,  p.  8 5ff.).  B ut f u rt h e r st u di e s  a r e  n e e d e d t o  d et e r mi n e t h e  a d v a nt a g e s  a n d 

di s a d v a nt a g e s  of t hi s  m et h o d  c o m p a r e d t o  ot h e r r o b u st  e sti m at o r s.  

S p e ci al   c a s e s   of   W L S   e sti m ati o n   a r e  t h e   G e n e r ali z e d   L e a st   S q u a r e s  ( G L S)   a n d  t h e  

U n w ei g ht e d  L e a st  S q u a r e s ( U L S)  e sti m at o r s. 

U n d e r  t h e   a s s u m pti o n   of   m ulti v ari a t e   n o r m alit y,  t h e   W L S  fitti n g  f u n cti o n   F W L S   c a n  

b e r e w ritt e n  a s  

 21
W L S }{ )]([tr

2

1 −−= VΣS θF  (5 ) 

( B oll e n,  1 9 8 9,  p.  4 2 8),  w h e r e  

t r i s t h e t r a c e  of t h e  m at ri x, 

S  i s t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x, 

)(θΣ i s t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x, 

θ  i s t h e (t ×   1)   v e ct o r  of  p a r a m et e r s,  a n d  

V – 1  i s  a p  ×  p   w ei g ht  m at ri x ( a  w ei g ht  m at ri x  of l o w e r  di m e n si o n s). 

 

E q u ati o n   5  i s  t h e   g e n e r al  f o r m   of  t h e   G e n e r ali z e d   L e a st   S q u a r e s  ( G L S)   e sti m at o r  i n  

w hi c h t h e  k  ×  k   w ei g ht  m at ri x W   – 1  of  E q u ati o n  3 i s r e pl a c e d  b y t h e p  ×  p   w ei g ht  m at ri x 

V – 1 .  

I n s e rti n g  S  f or   V  (t h e   m o st   c o m m o n   c h oi c e   w hi c h  i s  f o u n d   b ot h  i n   LI S R E L   a n d  i n  

E Q S)  l e a d s  t o  t h e   G e n e r ali z e d   L e a st   S q u a r e s  ( G L S)   e sti m at o r,   a  s p e ci al   c a s e   of   W L S,  

wit h t h e fitti n g f u n cti o n 

 21
G L S }{ )]([tr

2

1 −−= SΣS θF , (6 ) 

w h e r e  

t r i s t h e t r a c e  of t h e  m at ri x, 



3 0 M P R- O nli n e  2 0 0 3,  V ol.  8,  N o.  2 

S  i s t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x  a n d S – 1  it s i n v e r s e,  

)(θΣ i s t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x,  a n d  

θ  i s t h e (t ×   1)   v e ct o r  of  p a r a m et e r s. 

 

G e n e r ali z e d   L e a st   S q u a r e s  ( G L S)  i s   a  f r e q u e ntl y   u s e d   e sti m ati o n   m et h o d  t h at  i s   a s-

y m pt oti c all y   e q ui v al e nt  t o   F M L .   A s   G L S  i s   b a s e d   o n  t h e  s a m e   a s s u m pti o n s   a s   M L,  t hi s  

e sti m ati o n   m et h o d  i s   u s e d   u n d e r  t h e  s a m e   c o n di ti o n s.   B ut   a s  it   p e rf o r m s  l e s s   w ell  i n  

s m all  s a m pl e s,   m a xi m u m  li k eli h o o d  s h o ul d   g e n e r all y   b e   p r ef e r r e d   wit h  s m all  s a m pl e  

si z e s. 

Fi n all y,  wit h t h e i d e ntit y  m at ri x  I   c h o s e n  a s t h e  w ei g ht  m at ri x  V   – 1,  G L S r e d u c e s t o 

U n w ei g ht e d   L e a st   S q u a r e s  ( U L S)   e sti m at o r,   a n ot h e r  s p e ci al   c a s e   of   W L S.   F o r   p a r a m e-

t e r  e sti m ati o n, t h e f oll o wi n g fit f u n cti o n i s  mi ni mi z e d: 

 2
U L S })]([tr

2

1
{ θF ΣS −= , (7 ) 

w h e r e  

t r i s t h e t r a c e  of t h e  m at ri x, 

S  i s t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x, 

)(θΣ i s t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x,  a n d  

θ  i s t h e (t ×   1)   v e ct o r  of  p a r a m et e r s. 

 

T h e fitti n g f u n cti o n  F U L S   mi ni mi z e s t h e s u m  of s q u a r e s  of  e a c h  el e m e nt i n t h e r e si d u al 

m at ri x ))(( θΣS − .  U L S  off e r s t h e  a d v a nt a g e t h at it l e a d s t o  a  c o n si st e nt  e sti m at o r  of θ  

c o m p a r a bl e t o  M L  a n d  W L S,  y et i n  c o nt r a st  t o  M L,  di st ri b uti o n al  a s s u m pti o n s  a r e  n ot 

n e c e s s a r y.  Di s a d v a nt a g e s  a r e t h at  U L S  d o e s  n ot   p r o vi d e t h e  m o st  effi ci e nt  e sti m at e s f o r 

θ   a n d t h at t h e s e  e sti m at e s  a r e  n eit h e r s c al e i nv a ri a nt  n o r s c al e f r e e ( B oll e n,  1 9 8 9).  F u r-

t h e r m o r e,  s o m e  s oft w a r e   p r o g r a m s   d o   n ot   p r o vi d e  χ 2  st ati sti c s   a n d  st a n d a r d   e r r o r s  if  

U L S i s  a p pli e d.  Ot h e r s  e sti m at e st a n d a r d  e r r o r s  a n d χ 2  f o r  U L S  o nl y  u n d e r t h e  a s s u m p-

ti o n   of   m ulti v a ri at e   n o r m alit y.   T h e r ef o r e,   U L S   r e s ult s  s h o ul d   b e  i nt e r p r et e d   wit h   c a u-

ti o n. 
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E v al u ati o n  of  M o d el  Fit 

I n  st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d eli n g,   e v al u ati o n  of   m o d el  fit  i s   n ot   a s  st r ai g htf o r w a r d   a s  

it  i s  i n  st ati sti c al   a p p r o a c h e s   b a s e d   o n   v a ri a ble s  m e a s u r e d  wit h o ut  er r o r.  B e c a u s e t h e r e 

i s   n o  si n gl e  st ati sti c al  si g nifi c a n c e  t e st  t h at  i d e ntifi e s   a   c o r r e ct   m o d el   gi v e n  t h e  s a m pl e  

d at a,  it  i s   n e c e s s a r y  t o  t a k e   m ulti pl e   c ri t e ri a  i nt o   c o n si d e r ati o n   a n d  t o   e v al u at e   m o d el  

fit   o n  t h e   b a si s   of   v a ri o u s   m e a s u r e s  si m ulta n e o u sl y.   F o r   e a c h   e sti m ati o n   p r o c e d u r e,   a  

l a r g e  n u m b e r  of  g o o d n e s s- of-fit i n di c e s i s  p r o vi d e d t o j u d g e  w h et h e r t h e  m o d el i s  c o n si s-

t e nt   wit h  t h e   e m pi ri c al   d at a.   T h e   c h oi c e   of  t h e   e sti m ati o n   p r o c e d u r e   d e p e n d s   o n  t h e  

t y p e  of  d at a i n cl u d e d i n t h e  m o d el.  

G e n e r all y,  t h e  fit   c rit e ri a   of   a  st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d el  i n di c at e  t o   w h at   e xt e nt  t h e  

s p e cifi e d  m o d el fit s t h e  e m pi ri c al  d at a.   O nl y  o n e  g o o d n e s s- of-fit  m e a s u r e, i. e., t h e χ 2  t e st 

st ati sti c,   h a s   a n   a s s o ci at e d  si g nifi c a n c e  t e st,   w hil e   all   ot h e r   m e a s u r e s   a r e   d e s c ri pti v e.  

T h u s, f oll o wi n g s u c c e s sf ul  p a r a m et e r  e sti m ati o n,   m o d el  e v al u ati o n  c a n  b e  a s s e s s e d i nf e r-

e nti all y  b y t h e χ 2  t e st  o r  d e s c ri pti v el y  b y  a p pl yi n g  ot h e r  c rit e ri a.  

F o r i nf e r e nti al st ati sti c al  e v al u ati o n,  o nl y t h e χ 2  t e st i s  a v ail a bl e,  w h e r e a s f o r  d e s c ri p-

ti v e   e v al u ati o n,  t h r e e   m ai n   cl a s s e s   of   c rit e ri a   e xi st,  i. e.,   m e a s u r e s   of   o v e r all   m o d el  fit,  

m e a s u r e s   b a s e d   o n   m o d el   c o m p a ri s o n s,   a n d   m e a s u r e s   of   m o d el   p a r si m o n y  ( cf.  

S c h u m a c k e r  &  L o m a x,  1 9 9 6,  p.  1 1 9 ff.).  M o st  of t h e  d e s c ri pti v e fit  c rit e ri a  a r e  b a s e d  o n 

t h e χ 2  st ati sti c  gi v e n  b y t h e  p r o d u ct  of t h e s a m pl e si z e (N  −   1)  a n d t h e  o pti mi z e d fitti n g 

f u n cti o n.  

I n  t h e  f oll o wi n g,   w e   will   p r e s e nt   a  s el e cti o n  of  fit  i n di c e s  t h at   a r e   p r o vi d e d   b y  t h e  

LI S R E L   p r o g r a m  ( J ö r e s k o g   &   S ör b o m,   1 9 9 3).   M o st   of  t h e s e  i n di c e s   a r e  r e p o rt e d   b y  

ot h e r  s oft w a r e   p r o g r a m s   a s   w ell  s o  t h at  t hi s   p r e s e nt ati o n  s h o ul d   b e   al s o   b e n efi ci al  f o r  

u s e r s  of  E Q S,  M pl u s,  a n d  ot h e r s oft w a r e  p r o g r a m s f o r  S E M.  

P a rt I:  T e st s  of  Si g nifi c a n c e 

χχ 2  T e st   St ati sti c  

T h e χ 2  t e st st ati sti c i s  u s e d f o r  h y p ot h e si s t e sti n g t o  e v al u at e t h e  a p p r o p ri at e n e s s  of  a 

st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d el.  If  t h e   di st ri b uti o n al   a s s u m pti o n s   a r e  f ulfill e d,  t h e  χ 2  t e st  

e v al u at e s   w h et h e r  t h e   p o p ul ati o n   c o v a ri a n c e   m at ri x  Σ  i s   e q u al  t o  t h e   m o d el-i m pli e d  

c o v a ri a n c e   m at ri x  )(θΣ ,  i. e.,  it  t e st s  t h e   n ull   h y p ot h e si s  t h at  t h e   diff e r e n c e s   b et w e e n  
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t h e   el e m e nt s   of  Σ   a n d  )(θΣ   a r e   all   z e r o:  0ΣΣ =− )(θ .   B ei n g   p o p ul ati o n   p a r a m et e r s,  

t h e s e   m at ri c e s   a r e   u n k n o w n,  s o  r e s e a r c h e r s   e x a mi n e  t h ei r  s a m pl e   c o u nt e r p a rt s,  t h e   e m-

pi ri c al   c o v a ri a n c e   m at ri x   S   a n d  t h e   m o d el-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m at ri x  )ˆ(θΣ ,   w h e r e  θ̂  i s  

t h e  ( t ×   1)   v e ct o r   of   e sti m at e d   p a r a m et e r s.  If  t h e   n ull   h y p ot h e si s  i s   c o r r e ct,  t h e   mi ni-

m u m fit f u n cti o n  v al u e ti m e s  N  −   1  c o n v e r g e s t o  a χ 2   v a ri at e  

 )]ˆ(,[)1()(χ 2 θFNdf ΣS−=  ( 8)  

wit h  df  =  s  −  t  d e g r e e s  of f r e e d o m,  w h e r e  

s  i s t h e  n u m b e r  of  n o n r e d u n d a nt  el e m e nt s i n S ,  

t i s t h e t ot al  n u m b e r  of  p a r a m et e r s t o  b e  e sti m at e d, 

N  i s t h e s a m pl e si z e, 

S  i s t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x,  a n d  

)ˆ(θΣ  i s t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x. 

 

LI S R E L   p r o vi d e s   diff e r e nt  χ 2  t e st  st ati sti c s  f o r   M L,   W L S,   G L S,   o r   U L S,  s o  t h at  t h e  

o bt ai n e d χ 2   v al u e  d e p e n d s  o n t h e  e sti m ati o n  m et h o d. I n  g e n e r al,  hi g h χ 2   v al u e s i n r el a-

ti o n t o t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m i n di c at e t h at t h e  p o p ul ati o n  c o v a ri a n c e  m at ri x 

Σ   a n d  t h e   m o d el-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m at ri x  )(θΣ   diff e r  si g nifi c a ntl y  f r o m   e a c h   ot h e r.  

A s  t h e  r e si d u al s,   n a m el y,  t h e   el e m e nt s   of  )ˆ(θΣS − ,  s h o ul d   b e   cl o s e  t o   z e r o  f o r   a   g o o d  

m o d el fit, t h e r e s e a r c h e r i s i nt e r e st e d i n  o bt ai ni n g  a  n o n si g nifi c a nt χ 2   v al u e  wit h  a s s o ci-

at e d   d e g r e e s   of  f r e e d o m.  If  t h e   p - v al u e   a s s o ci at e d   wit h  t h e  χ 2   v al u e  i s  l a r g e r  t h a n  . 0 5,  

t h e  n ull  h y p ot h e si s i s  a c c e pt e d  a n d t h e  m o d el  i s r e g a r d e d  a s  c o m p ati bl e  wit h t h e  p o p u-

l ati o n   c o v a ri a n c e   m at ri x  Σ .  I n  t hi s   c a s e  t h e  t e st  st at e s  t h at  t h e   m o d el  fit s  t h e   d at a.  

B ut  still   a n   u n c e rt ai nt y   e xi st s  t h at   ot h e r   m o d el s   m a y  fit  t h e   d at a   e q u all y   w ell  ( cf.   L e e  

&  H e r s h b e r g e r,  1 9 9 0;  St el zl,  1 9 8 6).  

T h e r e  a r e s e v e r al s h o rt c o mi n g s  a s s o ci at e d  wit h t h e χ 2  t e st st ati sti c. 

-    Vi ol ati o n  of  a s s u m pti o n s. T h e χ 2  t e st i s  b a s e d  o n t h e  a s s u m pti o n s t h at t h e  o b s e r v e d 

v a ri a bl e s  a r e  m ulti v a ri at e  n o r m al  a n d t h at t h e  s a m pl e si z e i s s uffi ci e ntl y l a r g e.  H o w-

e v e r, t h e s e  a s s u m pti o n s  a r e  n ot  m et i n  m a n y  p r a cti c al  a p pli c ati o n s.  

-   M o d el  c o m pl e xit y.  O n e   di s a d v a nt a g e   of  t h e  χ 2   v al u e  i s  t h at  it   d e c r e a s e s   w h e n   p a-

r a m et e r s   a r e   a d d e d  t o  t h e   m o d el.   T h u s,  t h e  χ 2   v al u e   of   a   m o r e   c o m pl e x,   hi g hl y   p a-

r a m et e ri z e d  m o d el t e n d s t o  b e s m all e r t h a n f o r si m pl e r  m o d el s  b e c a u s e  of t h e r e d u c-
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ti o n i n  d e g r e e s  of f r e e d o m.  F o r  e x a m pl e, t h e s at u r at e d  m o d el  wit h  a s  m a n y f r e e  p a-

r a m et e r s  a s t h e r e  a r e  v a ri a n c e s  a n d  c o v a ri a n c e s i n  S   yi el d s  a χ 2   of  z e r o,  w h e r e a s t h e 

i n d e p e n d e n c e   m o d el,   a   v e r y  r e st ri cti v e   m o d el,   u s u all y   h a s   a   v e r y  l a r g e  χ 2   v al u e  ( cf.  

M u ell e r,   1 9 9 6,   p.   8 9).   T h u s,   a   g o o d   m o d el  fi t   m a y  r e s ult   eit h e r  f r o m   a   c o r r e ctl y  

s p e cifi e d  m o d el  o r f r o m  a  hi g hl y  o v e r p a r a m et e ri z e d  m o d el.  

-     D e p e n d e n c e   o n  s a m pl e  si z e.  Wit h  i n c r e a si n g  s a m pl e  si z e   a n d   a   c o n st a nt   n u m b e r   of  

d e g r e e s   of  f r e e d o m,  t h e  χ 2   v al u e  i n c r e a s e s.   T hi s  l e a d s  t o  t h e   p r o bl e m  t h at   pl a u si bl e  

m o d el s  mi g ht  b e r ej e ct e d  b a s e d  o n  a si g nifi c a nt χ 2  st ati sti c  e v e n t h o u g h t h e  di s c r e p-

a n c y  b et w e e n t h e s a m pl e  a n d t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x i s  a ct u all y i r r el e-

v a nt.  O n t h e  ot h e r  h a n d,  a s s a m pl e si z e  d e c r e a s e s, t h e χ 2   v al u e  d e c r e a s e s  a s  w ell  a n d 

t h e   m o d el  t e st   m a y  i n di c at e   n o n si g nifi c a nt   p r o b a bilit y  l e v el s   e v e n  t h o u g h  t h e   di s-

c r e p a n c y   b et w e e n  t h e  s a m pl e   a n d  t h e   m o d e l-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m at ri x  i s   c o n si d e r-

a bl e.  T h e r ef o r e  n ot t o o  m u c h  e m p h a si s s h o ul d  b e  pl a c e d  o n t h e si g nifi c a n c e  of t h e χ 2  

st ati sti c.   J ö r e s k o g   a n d   S ö r b o m  ( 1 9 9 3)   e v e n  s u g g e st  t o   u s e  χ 2   n ot   a s   a  f o r m al  t e st  

st ati sti c   b ut  r at h e r   a s   a   d e s c ri pti v e   g o o d n e s s- of-fit  i n d e x.   T h e y   p r o p o s e  t o   c o m p a r e  

t h e   m a g nit u d e   of  χ 2   wit h  t h e   e x p e ct e d   v al u e   of  t h e  s a m pl e   di st ri b uti o n,  i. e.,  t h e  

n u m b e r   of   d e g r e e s   of  f r e e d o m,   a s   E ( χ 2 )   =  df .    F o r   a   g o o d   m o d el  fit,  t h e  r ati o  χ 2 / df  

s h o ul d  b e  a s s m all  a s  p o s si bl e.  A s t h e r e  e xi st  n o  a b s ol ut e st a n d a r d s,  a r ati o  b et w e e n 

2   a n d   3  i s  i n di c ati v e   of   a  " g o o d"   o r  " a c c e p t a bl e"   d at a- m o d el  fit,  r e s p e cti v el y.   H o w-

e v e r, t h e  p r o bl e m  of s a m pl e si z e  d e p e n d e n c y  c a n n ot  b e  eli mi n at e d  b y t hi s  p r o c e d u r e 

( B oll e n,  1 9 8 9,  p.  2 7 8).  

χχ 2  Di f f e r e n c e   T e st  

I n  a p pli c ati o n s  of  c o v a ri a n c e st r u ct u r e  a n al y s i s, r e s e a r c h e r s  oft e n f a c e t h e  p r o bl e m  of 

c h o o si n g  a m o n g t w o  o r  m o r e  alt e r n ati v e  m o d el s.  T h e  c h oi c e  of  w hi c h  m e a s u r e t o  u s e f o r 

s el e cti n g   o n e   of  s e v e r al   c o m p eti n g   m o d el s   d e p e n d s   o n   w h et h e r   o r   n ot  t h e   m o d el s   a r e  

n e st e d.  

A s p e cifi c  m o d el ( M o d el  A) i s s ai d t o  b e  n e st e d  wit hi n  a l e s s r e st ri ct e d  m o d el ( M o d el 

B)  wit h  m o r e  p a r a m et e r s  a n d l e s s  d e g r e e s  of f r e e d o m t h a n  M o d el  A, if  M o d el  A  c a n  b e 

d e ri v e d f r o m  M o d el  B  b y fi xi n g  at l e a st  o n e  f r e e  p a r a m et e r i n  M o d el  B  o r  b y i nt r o d u c-

i n g  ot h e r r e st ri cti o n s,  e. g.,  b y  c o n st r ai ni n g a f r e e  p a r a m et e r t o  e q u al  o n e  o r  m o r e  ot h e r 

p a r a m et e r s.   F o r   e x a m pl e,  i n   m ulti- s a m pl e   c o m p a ri s o n s   of  f a ct o ri al  i n v a ri a n c e,   a n y  

m o d el   wit h  s o m e   p a r a m et e r s   c o n st r ai n e d  t o   b e  i n v a ri a nt   o v e r  t h e   m ulti pl e   g r o u p s  i s  

n e st e d   u n d e r  t h e   c o r r e s p o n di n g   m o d el  i n   w h i c h  t h e  r e s p e cti v e   p a r a m et e r s   a r e   u n c o n-

st r ai n e d,  a n d t h e  m o d el i n  w hi c h  all   p a r a m et e r s  a r e i n v a ri a nt i s  n e st e d  u n d e r  b ot h t h e s e 
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m o d el s.   A n y  t w o   m o d el s   a r e   n e st e d   w h e n  t h e  f r e e   p a r a m et e r s  i n  t h e   m o r e  r e st ri cti v e  

m o d el  a r e  a s u b s et  of t h e f r e e  p a r a m et e r s i n t h e l e s s r e st ri cti v e  m o d el. 

A s t h e t e st st ati sti c  of  e a c h  of t h e  n e st e d  m o d el s f oll o w s  a χ 2   di st ri b uti o n, t h e  diff e r-

e n c e  i n  χ 2   v al u e s   b et w e e n  t w o   n e st e d   m o d el s  i s   al s o  χ 2   di st ri b ut e d  ( St ei g e r,   S h a pi r o,   &  

B r o w n e,   1 9 8 5),   a n d  t h e   n u m b e r   of   d e g r e e s   of  f r e e d o m  f o r  t h e   diff e r e n c e  i s   e q u al  t o  t h e  

diff e r e n c e i n  d e g r e e s  of f r e e d o m f o r t h e t w o  m o d el s.  U n d e r  a p p r o p ri at e  a s s u m pti o n s, t h e 

diff e r e n c e i n  m o d el fit  c a n  b e t e st e d  u si n g t h e χ 2   diff e r e n c e t e st  

 )()()( B
2
BA

2
Adiff

2
diff dfdfdf χ−χ=χ  (9 ) 

( B e ntl e r,  1 9 9 0;  B oll e n,  1 9 8 9;  J ö r e s k o g,  1 9 9 3),  w h e r e  

2
Aχ   d e n ot e s t h e χ 2   v al u e  of  M o d el  A,  a  m o d el t h at i s  a r e st ri ct e d  v e r si o n  of  M o d el  B, 

i. e.,  M o d el  A  h a s l e s s f r e e  p a r a m et e r s  a n d  m o r e  d e g r e e s  of f r e e d o m (df A )  a n d i s t h u s 

n e st e d  wit hi n  M o d el  B,  

2
Bχ   d e n ot e s t h e χ 2   v al u e  of  M o d el  B,  a  m o d el t h at i s l e s s r e st ri ct e d  a n d t h e r ef o r e  h a s 

m o r e f r e e  p a r a m et e r s  a n d l e s s  d e g r e e s  of f r e e d o m ( df B ) t h a n  M o d el  A,  a n d  

df diff   = df A  −  df B . 

 

If t h e χ 2   diff e r e n c e i s si g nifi c a nt, t h e  n ull  h y p ot he si s  of  e q u al fit f o r  b ot h  m o d el s i s r e-

j e ct e d  a n d  M o d el  B s h o ul d  b e r et ai n e d.  B ut if t h e χ 2   diff e r e n c e i s  n o n si g nifi c a nt,  w hi c h 

m e a n s t h at t h e fit  of t h e r e st ri ct e d  m o d el ( M o d el  A) i s  n ot si g nifi c a ntl y  w o r s e t h a n t h e 

fit  of t h e  u n r e st ri ct e d  m o d el ( M o d el  B), t h e  n ull  h y p ot h e si s  of  e q u al fit f o r  b ot h  m o d el s 

c a n n ot  b e r ej e ct e d  a n d t h e r e st ri ct e d  m o d el ( M o d el  A) s h o ul d  b e f a v o r e d.  

T h e χ 2   diff e r e n c e t e st  a p pli e d t o  n e st e d  m o d el s  h a s  e s s e nti all y t h e s a m e st r e n gt h s  a n d 

w e a k n e s s e s   a s  t h e  χ 2  t e st   a p pli e d  t o   a n y  si n gl e   m o d el,   n a m el y,  t h e  t e st  i s   di r e ctl y   af-

f e ct e d   b y  s a m pl e  si z e,   a n d  f o r  l a r g e  s a m ple s  t ri vi al   diff e r e n c e s   m a y   b e c o m e  si g nifi c a nt.  

F o r t h e χ 2   diff e r e n c e t e st t o  b e  v ali d,  at l e a st t h e l e a st r e st ri cti v e  m o d el  of  a s e q u e n c e  of 

m o d el s (i n  o u r  e x a m pl e  M o d el  B) s h o ul d fit t h e  d at a.  

It s h o ul d  b e  n ot e d t h at t h e  S at o r r a- B e ntl e r s c al e d χ 2   v al u e s r e s ulti n g f r o m r o b u st  e s-

ti m ati o n  m et h o d s  c a n n ot  b e  u s e d f o r χ 2   diff e r e n c e t e sti n g  b e c a u s e t h e  diff e r e n c e  b et w e e n 

t w o  s c al e d  χ 2   v al u e s  f o r   n e st e d   m o d el s  i s   n ot   di st ri b ut e d   a s   a  χ 2  ( S at o r r a,   2 0 0 0).   R e-

c e ntl y,   S at o r r a   a n d   B e ntl e r  ( 2 0 0 1)   d e v el o p e d   a  s c al e d   diff e r e n c e  χ 2  t e st  st ati sti c  f o r  
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m o m e nt  st r u ct u r e   a n al y si s.   T h e y   c o ul d  s h o w  t h at  si m pl e   h a n d   c al c ul ati o n s   b a s e d   o n  

o ut p ut  f r o m   n e st e d  r u n s   c a n   gi v e  t h e   d e si r e d  χ 2   diff e r e n c e  t e st   of   n e st e d   m o d el s   u si n g  

t h e  s c al e d  χ 2 .   T h e s e   c al c ul ati o n s   m a y   b e   o bt ai n e d  f r o m   M pl u s   b y   a s ki n g  f o r  t h e   M L M  

e sti m at o r. 

If  m o d el s  a r e  n ot  n e st e d, t h e y  m a y  b e c o m p a r e d  o n t h e  b a si s  of  d e s c ri pti v e  g o o d n e s s-

of-fit  m e a s u r e s t h at t a k e  p a r si m o n y  a s  w ell  a s  fit i nt o  a c c o u nt,  e. g., t h e  A k ai k e I nf o r m a-

ti o n  C rit e ri o n ( A k ai k e,  1 9 7 4,  1 9 8 7),  w hi c h  c a n  b e   u s e d r e g a r dl e s s  of  w h et h e r  m o d el s f o r 

t h e s a m e  d at a  c a n  b e  o r d e r e d i n  a  n e st e d  s e q u e n c e  o r  n ot ( s e e  b el o w).  A  m o r e  d et ail e d 

di s c u s si o n   of   alt e r n ati v e   m et h o d s  f o r   c o m p a ri n g   c o m p eti n g   m o d el s  i s   gi v e n  i n   K u m a r  

a n d  S h a r m a ( 1 9 9 9),  R a y k o v  a n d  P e n e v ( 1 9 9 8),  a n d  Ri g d o n ( 1 9 9 9). 

P a rt I I:  D e s c ri pti v e  G o o d n e s s- of- Fit  M e a s u r e s 

B e c a u s e   of  t h e   d r a w b a c k s   of  t h e  χ 2   g o o d n e s s- of-fit  t e st s,   n u m e r o u s   d e s c ri pti v e  fit  i n-

di c e s   h a v e   b e e n   d e v el o p e d  t h at   a r e   oft e n   a s s e s s e d  i nt uiti v el y.   T h e s e  i n di c e s   a r e   d e ri v e d  

f r o m   M L,   W L S,   G L S,   o r   U L S,   b ut  i n  t h e  f oll o wi n g   w e   will   n ot   diff e r e nti at e   b et w e e n  

t h e s e   m et h o d s  (f o r  f u rt h e r  i nf o r m ati o n   o n   M L-,   W L S-,   a n d   G L S- b a s e d   d e s c ri pti v e  fit  

i n di c e s,  cf.  H u  &  B e ntl e r,  1 9 9 8).  M a n y  of t he s e  m e a s u r e s  a r e i nt e n d e d t o r a n g e  b et w e e n 

z e r o ( n o fit)  a n d  o n e ( p e rf e ct fit),  b ut  a s  H u  a n d  B e ntl e r ( 1 9 9 5)  n ot e, t h e s a m pli n g  di s-

t ri b uti o n s  of  g o o d n e s s- of-fit i n di c e s  a r e  u n k n o w n  wit h t h e  e x c e pti o n  of χ 2  s o t h at  c riti c al 

v al u e s  f o r  fit  i n di c e s   a r e   n ot   d efi n e d.   A s   a  r e a s o n a bl e   mi ni m u m  f o r   m o d el   a c c e pt a n c e,  

B e ntl e r  a n d  B o n ett ( 1 9 8 0)  p r o p o s e d  a  v al u e  of . 9 0 f o r  n o r m e d i n di c e s t h at  a r e  n ot  p a r-

si m o n y  a dj u st e d ( cf.  H o yl e  &  P a nt e r,  1 9 9 5),  w hil e  . 9 5 s h o ul d  b e i n di c ati v e  of  a  g o o d fit 

r el ati v e t o t h e  b a s eli n e  m o d el ( K a pl a n,  2 0 0 0).  B ut r e c e ntl y,  H u  a n d  B e ntl e r ( 1 9 9 5,  1 9 9 8, 

1 9 9 9)  g a v e  e vi d e n c e t h at . 9 0  mi g ht  n ot  b e  a  r e a s o n a bl e  c ut off f or  all fit i n di c e s  u n d e r  all 

ci r c u m st a n c e s:  " T h e  r ul e   of  t h u m b  t o   c o n si d e r   m o d el s   a c c e pt a bl e  if   a  fit  i n d e x   e x c e e d s  

. 9 0  i s   cl e a rl y   a n  i n a d e q u at e  r ul e"  ( H u   &   B e ntl e r,   1 9 9 5,   p.   9 5).   T h e y  s u g g e st e d  t o  r ai s e  

t h e r ul e  of t h u m b  mi ni m u m st a n d a r d f o r t h e  C FI   a n d t h e N N FI  ( s e e  b el o w) f r o m . 9 0 t o 

. 9 5 t o r e d u c e t h e  n u m b e r  of s e v e r el y  mi s s p e cifi e d  m o d el s t h at  a r e  c o n si d e r e d  a c c e pt a bl e 

b a s e d  o n t h e . 9 0  c rit e ri o n ( H u  &  B e ntl e r,  1 9 9 8,  1 9 9 9).  

D e s c ri pti v e  M e a s u r e s  of  O v e r all  M o d el  Fit 

D u e  t o  t h e  s e n siti vit y   of  t h e  χ 2  st ati sti c  t o  s a m pl e  si z e,   alt e r n ati v e   g o o d n e s s- of-fit  

m e a s u r e s  h a v e  b e e n  d e v el o p e d.  M e a s u r e s  of  o v e r all  m o d el fit i n di c at e t o  w hi c h  e xt e nt  a 
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st r u ct u r al  e q u ati o n  m o d el  c o r r e s p o n d s t o t h e  e m pi ri c al  d at a.  T h e s e  c rit e ri a  a r e  b a s e d  o n 

t h e   diff e r e n c e   b et w e e n  t h e  s a m pl e   c o v a ri a n c e   m at ri x   S   a n d  t h e   m o d el-i m pli e d   c o v a ri-

a n c e   m at ri x  )ˆ(θΣ .   T h e  f oll o wi n g  i n di c e s   a r e   d e s c ri pti v e  m e a s u r e s   of   o v e r all   m o d el  fit:  

R o ot   M e a n   S q u a r e   E r r o r   of   A p pr o xi m ati o n  ( R M S E A ),   R o ot   M e a n   S q u a r e   R e si d u al  

(R M R ),  a n d  St a n d a r di z e d  R o ot  M e a n  S q u a r e  R e si d u al ( S R M R ).  

R o ot   M e a n   S q u a r e   E r r o r   o f   A p p r o xi m ati o n   ( R M S E A )  

 T h e  u s u al t e st  of t h e  n ull  h y p ot h e si s  of  e x a ct fi t i s i n v a ri a bl y f al s e i n  p r a cti c al sit u a-

ti o n s  a n d  will  al m o st  c e rt ai nl y  b e r ej e ct e d if s a m p l e si z e i s s uffi ci e ntl y l a r g e.  T h e r ef o r e  a 

m o r e s e n si bl e  a p p r o a c h s e e m s t o  b e t o  a s s e s s  w h et h e r t h e  m o d el fit s  a p p r o xi m at el y  w ell 

i n t h e  p o p ul ati o n ( cf.  K a pl a n,  2 0 0 0,  p.  1 1 1).  T he  n ull  h y p ot h e si s  of  e x a ct fit i s r e pl a c e d 

b y  t h e   n ull   h y p ot h e si s   of  " cl o s e  fit"  ( B r o w n e   &   C u d e c k,   1 9 9 3,   p.   1 4 6).   T h u s,  t h e   R o ot  

M e a n  S q u a r e  E r r o r  of  A p p r o xi m ati o n ( R M S E A ;  St ei g e r,  1 9 9 0) i s  a  m e a s u r e  of  a p p r o xi-

m at e  fit  i n  t h e   p o p ul ati o n   a n d  i s  t h e r ef o r e   c o n c e r n e d   wit h  t h e   di s c r e p a n c y   d u e  t o   a p-

p r o xi m ati o n.  

R M S E A  i s  e sti m at e d  b y aε̂ ,  t h e s q u a r e r o ot  of t h e  e st i m at e d  di s c r e p a n c y  d u e t o  a p-

p r o xi m ati o n  p e r  d e g r e e  of f r e e d o m:  

 
( ( ))

a

ˆ, 1
ˆ m a x ,  0

1

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪θ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟ε = −⎜⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎟⎜ −⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

F

df   N

S ΣΣ
 ( 1 0)  

w h e r e  

))ˆ(,( θF ΣS  i s t h e  mi ni m u m  of t h e fit f u n cti o n, 

df   = s   – t  i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m,  a n d  

N  i s t h e s a m pl e si z e. 

 

T h e  R M S E A  i s  b o u n d e d  b el o w  b y  z e r o.  St ei g e r ( 1 9 9 0)  a s  w ell  a s  B r o w n e  a n d  C u d e c k 

( 1 9 9 3)   d efi n e   a  " cl o s e  fit"   a s   a   R M S E A   v al u e  l e s s  t h a n   o r   e q u al  t o  . 0 5.   A c c o r di n g  t o  

B r o w n e  a n d  C u d e c k ( 1 9 9 3),  R M S E A   v al u e s ≤  . 0 5  c a n  b e  c o n si d e r e d  a s  a  g o o d fit,  v al u e s 

b et w e e n  . 0 5   a n d  . 0 8   a s   a n   a d e q u at e  fit,   a n d   v al u e s   b et w e e n  . 0 8   a n d  . 1 0   a s   a   m e di o c r e  

fit,   w h e r e a s   v al u e s   >  . 1 0   a r e   n ot   a c c e pt a ble.   Alt h o u g h  t h e r e  i s   g e n e r al   a g r e e m e nt  t h at  

t h e   v al u e   of  R M S E A  f o r   a   g o o d   m o d el  s h o ul d   b e  l e s s   t h a n  . 0 5,   H u   a n d   B e ntl e r  ( 1 9 9 9)  

s u g g e st e d   a n   R M S E A   of  l e s s  t h a n  . 0 6   a s   a   c ut off   c ri t e ri o n.  I n   a d diti o n,   a   9 0 %   c o nfi-
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d e n c e i nt e r v al ( CI)  a r o u n d t h e  p oi nt  e sti m at e  e n a bl e s  a n  a s s e s s m e nt  of t h e  p r e ci si o n  of 

t h e  R M S E A   e sti m at e.  O n t h e  b a si s  of t h e  CI, it i s p o s si bl e t o s a y  wit h  a  c e rt ai n l e v el  of 

c o nfi d e n c e t h at t h e  gi v e n i nt e r v al  c o nt ai n s t h e t r u e  v al u e  of t h e fit i n d e x f o r t h at  m o d el 

i n  t h e   p o p ul ati o n  ( M a c C all u m,   B r o w n e,  &   S u g a w a r a,   1 9 9 6).   T h e  l o w e r   b o u n d a r y  (l eft  

si d e)   of  t h e   c o nfi d e n c e  i nt e r v al  s h o ul d   c o nt ai n   z e r o  f o r   e x a ct  fit   a n d   b e   <  . 0 5  f o r   cl o s e  

fit.   N ot e  t h at   w h e n  t h e   m o d el  fit s   w ell  i n  t h e   p o p ul ati o n,  t h e  l o w e r   e n d   of  t h e   c o nfi-

d e n c e  i nt e r v al  i s  t r u n c at e d   at   z e r o,   w hi c h  l e a d s  t o   a n   a s y m m et r y   of  t h e   c o nfi d e n c e  i n-

t e r v al.  R M S E A  i s  r e g a r d e d   a s  r el ati v el y  i n d e p e n d e nt   of  s a m pl e  si z e,   a n d   a d diti o n all y  

f a v o r s  p a r si m o ni o u s  m o d el s ( B r o w n e  &  C u d e c k,  1 9 9 3;  K a pl a n,  2 0 0 0).  

F o r  a n  u n d e r st a n di n g  of  R M S E A  it i s i m p o rt a nt t o  di sti n g ui s h  b et w e e n t w o  diff e r e nt 

ki n d s  of  e r r o r.  T h e  e r r o r  of  a p p r o xi m ati o n ,  w hi c h i s  of  p ri m a r y i nt e r e st  h e r e, r e p r e s e nt s 

t h e  l a c k   of  fit   of  t h e   m o d el  t o  t h e   p o p ul ati o n   c o v a ri a n c e   m at ri x  Σ .   T h e   mi ni m u m  fit  

f u n cti o n   v al u e   o n e   w o ul d   o bt ai n  if  t h e   m o d el  c o ul d   b e  fitt e d  t o  t h e   p o p ul ati o n   c o v a ri-

a n c e   m at ri x  i s   a   p o s si bl e   m e a s u r e   of   t hi s   e r r o r.  I n   c o nt r a st,  t h e   e r r o r   of   e sti m ati o n  r e-

fl e ct s  t h e   diff e r e n c e s   b et w e e n  t h e   m o d el  fitt e d  t o  t h e   p o p ul ati o n   c o v a ri a n c e   m at ri x  Σ  

(if t hi s  c o ul d  b e  d o n e)  a n d t h e  m o d el fitt e d t o t h e s a m pl e  c o v a ri a n c e  m at ri x  S  ( B r o w n e 

&  C u d e c k,  1 9 9 3,  p.  1 4 1).  F r o m t h e  vi e w p oi nt  of  m o d el fit i n t h e  p o p ul ati o n, t h e  e r r o r  of 

e sti m ati o n i s  of s e c o n d a r y i nt e r e st  o nl y.  B e c a u s e t h e fit f u n cti o n  v al u e ))ˆ(,( θF ΣΣS ,  w hi c h 

r ef e r s  t o  t h e  s a m pl e   c o v a ri a n c e   m at ri x,   w o ul d   b e   a   bi a s e d   e sti m at o r   of  t h e   p o p ul ati o n  

e r r o r   of   a p p r o xi m ati o n,   R M S E A  i n cl u d e s   a  t e r m  i n v e r s el y   p r o p o rti o n al  t o   N   –   1   w hi c h  

s e r v e s  a s  a  c o r r e cti o n f o r  bi a s ( B r o w n e  &  C u d e c k,  1 9 9 3,  p.  1 4 3). 

R o ot   M e a n   S q u a r e   R e si d u al   ( R M R )   a n d   St a n d a r di z e d   R M R   ( S R M R )  

It   w a s   al r e a d y   m e nti o n e d  t h at  t h e  r e si d u al s   a r e   gi v e n   b y  t h e   el e m e nt s   of  t h e   m at ri x  

)ˆ(θΣS − .  T h e s e  a r e s o m eti m e s  c all e d "fitt e d r e sid u al s"  b e c a u s e t h e y  e x p r e s s t h e r e m ai n-

i n g   di s c r e p a n ci e s   b et w e e n  t h e   c o v a ri a n c e   m at ri c e s  S   a n d  )ˆ(θΣ   o n c e  t h e   p a r a m et e r s   of  

t h e  m o d el  a r e  e sti m at e d. 

T h e  R o ot  M e a n  S q u a r e  R e si d u al i n d e x ( R M R )  of  J ö r e s k o g  a n d  S ö r b o m ( 1 9 8 1,  p.  4 1; 

1 9 8 9)  i s   a n   o v e r all   b a d n e s s- of-fit   m e a s u r e  t h at  i s   b a s e d   o n  t h e  fitt e d  r e si d u al s.   C o n-

c r et el y,  R M R  i s  d efi n e d  a s t h e s q u a r e r o ot  of t h e  m e a n  of t h e s q u a r e d fitt e d r e si d u al s, 

 
2/)1(
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1 1
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w h e r e  

s ij i s  a n  el e m e nt  of t h e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e  m at ri x S ,  

ij
σˆ  i s  a n  el e m e nt  of t h e  m o d el-i m pli e d  m at ri x  c o v a ri a n c e )ˆ(θΣ ,  a n d  

p  i s t h e  n u m b e r  of  o b s e r v e d  v a ri a bl e s. 

 

I n   p ri n ci pl e,  R M R   v al u e s   cl o s e  t o   z e r o  s u g g e st   a   g o o d  fit.   B ut   a s  t h e   el e m e nt s   of   S  

a n d )ˆ(θΣ   a r e  s c al e   d e p e n d e nt,  t h e  fitt e d  r e si d u al s   a r e  s c al e   d e p e n d e nt,  t o o,   w hi c h  i m-

pli e s  t h at   R M R   d e p e n d s   o n  t h e  si z e s   of  t h e   v a ri a n c e s   a n d   c o v a ri a n c e s   of  t h e   o b s e r v e d  

v a ri a bl e s.  I n   ot h e r   w o r d s,   wit h o ut  t a ki n g  t h e  s c al e s   of  t h e   v a ri a bl e s  i nt o   a c c o u nt  it  i s  

vi rt u all y i m p o s si bl e t o s a y  w h et h e r  a  gi v e n  R M R   v al u e i n di c at e s  g o o d  o r  b a d fit. 

T o   o v e r c o m e  t hi s   p r o bl e m,  t h e   St a n d a r di z e d   R o ot   M e a n   S q u a r e   R e si d u al  ( S R M R ) 

h a s  b e e n i nt r o d u c e d ( B e ntl e r,  1 9 9 5,  p.  2 7 1).  H e r e, t h e r e si d u al s ijijs σˆ−   a r e fi r st di vi d e d 

b y  t h e   st a n d a r d   d e vi ati o n s  iii ss =   a n d  jjj ss =   of  t h e   r e s p e cti v e   m a nif e st   v a ri a bl e s , 

w hi c h  l e a d s  t o   a  st a n d a r di z e d  r e si d u al   m at ri x   wit h   el e m e nt s  ˆ( ) /( )ij  ij  i  j− σ =s s s  

ˆ /(  )ij  ij  i  jr − σ s s   w h e r e   r ij i s  t h e   o b s e r v e d   c o r r el ati o n   b et w e e n  t h e  r e s p e cti v e   v a ri a bl e s  

( B e ntl e r,   1 9 9 5,   p.   9 0).  I n   c o nt r a st  t o   LI S R E L  ( s e e   b el o w),   E Q S   p r o vi d e s  t hi s   m at ri x  

e x pli citl y.   C al c ul ati n g  t h e  r o ot   m e a n  s q u a r e   of  t h e  s u c h   d efi n e d  st a n d a r di z e d  r e si d u al s  

i n   a n al o g y  t o   E q u ati o n   1 1  l e a d s  t o  t h e  S R M R   w hi c h  i s   a v ail a bl e  i n   b ot h   LI S R E L   a n d  

E Q S.  A g ai n,  a  v al u e  of  z e r o i n di c at e s  p e rf e ct fit,   b ut it i s still  diffi c ult t o  d e si g n at e  c ut-

off   v al u e s  f o r   g o o d   a n d  f o r   a c c e pt a bl e  fit   b e c a u s e   of  s a m pl e  si z e   d e p e n d e n c y   a n d  s e n si-

ti vit y  t o   mi s s p e cifi e d   m o d el s  ( H u   &   B e nt l e r,   1 9 9 8).   A  r ul e   of  t h u m b  i s  t h at  t h e  S R M R  

s h o ul d  b e l e s s t h a n . 0 5 f o r  a  g o o d fit ( H u  &  B e ntl e r,  1 9 9 5),  w h e r e a s  v al u e s s m all e r t h a n 

. 1 0  m a y  b e i nt e r p r et e d  a s  a c c e pt a bl e. 

T h e st a n d a r di z e d r e si d u al s  gi v e n  a b o v e  a r e si mil a r  –  b ut i n  g e n e r al  n ot i d e nti c al  – t o 

t h e   c o r r el ati o n  r e si d u al s  s u g g e st e d   b y   B oll e n  ( 1 9 8 9,   p.   2 5 8).   B ot h  s h a r e  t h e   m ai n  i d e a  

t h at i n  a n  o v e r all fit  m e a s u r e  b a s e d  o n r e si d u al s, t h e  o b s e r v e d  v a ri a bl e s s h o ul d  e nt e r i n 

st a n d a r di z e d  f o r m  s u c h  t h at   all   m at ri x   el e m e n t s   c o nt ri b uti n g  t o  t h e  fit   m e a s u r e   a r e   o n  

c o m p a r a bl e s c al e s.  T h u s t h e  S R M R , s a m e  a s t h e R M R , r e m ai n s  a  p u r el y  d e s c ri pti v e fit 

i n d e x.  

U nf o rt u n at el y  t h e  t e r m  " st a n d a r di z e d  r e si d u al s"   al s o   a p p e a r s  i n   a  s e c o n d   m e a ni n g  

t h at  i s  i n d e p e n d e nt   of  t h e   S R M R .  I n  t hi s   m e a ni n g,  t h e  r e si d u al s  t h e m s el v e s   g et  st a n-

d a r di z e d:   B e si d e s  t h e  fitt e d  r e si d u al s,  t h e   LI S R E L   p r o g r a m   p r o vi d e s   a   m at ri x   of  st a n-
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d a r di z e d r e si d u al s  w hi c h  a r e  o bt ai n e d  b y  di vi di n g  e a c h fitt e d  r e si d u al  b y it s l a r g e- s a m pl e 

st a n d a r d   e r r o r  ( J ö r e s k o g   &   S ö r b o m,   1 9 8 9,   p.   2 8).   B ei n g  i n d e p e n d e nt   of  t h e   u nit s   of  

m e a s u r e m e nt s   of  t h e   v a ri a bl e s   a s  t h e  st a n d a r di z e d  r e si d u al s   di s c u s s e d   b ef o r e,  t h e y   al s o  

all o w  a n  e a si e r i nt e r p r et ati o n t h a n t h e fitt e d  r e si d u al s. I n t h e  p r e s e nt  c a s e,  h o w e v e r, t h e 

st a n d a r di z e d r e si d u al s  c a n  b e i nt e r p r et e d  a p p r o xi m at el y i n  a n i nf e r e nti al s e n s e,  n a m el y, 

i n   a   w a y  si mil a r  t o  z  s c o r e s.   P r o vi d e d  t h at  t h e   S R M R   o r   ot h e r  fit  i n di c e s  si g n ali z e   b a d  

fit, si n gl e st a n d a r di z e d r e si d u al s  w h o s e  a b s ol ut e  v al u e s  a r e  g r e at e r t h a n  1. 9 6  o r  2. 5 8  c a n 

b e  u s ef ul f o r  d et e cti n g t h e s o u r c e  of  mi sfit.  T h e l a r g e st  a b s ol ut e  v al u e i n di c at e s t h e  el e-

m e nt  t h at  i s   m o st   p o o rl y  fitt e d   b y  t h e   m o d el.  B e c a u s e t h e  ki n d  of st a n d a r di z e d r e si d u-

al s  c o n si d e r e d  h e r e r ef e r s t o  a st a n d a r d  e r r o r, t h e  a b s ol ut e  v al u e s t e n d t o i n c r e a s e  wit h 

i n c r e a si n g  s a m pl e  si z e  if  t h e   m a g nit u d e s  of  t h e  fitt e d  r e si d u al s  r e m ai n   e s s e nti all y   c o n-

st a nt. 

A s  t h e   R M R   a n d  t h e   S R M R   a r e   o v e r all   m e a s u r e s   b a s e d   o n  s q u a r e d  r e si d u al s,  t h e y  

c a n  gi v e  n o i nf o r m ati o n  a b o ut t h e  di r e cti o n s  of  di s c r e p a n ci e s  b et w e e n  S   a n d )ˆ(θΣ . I n  a 

r e si d u al   a n al y si s,  r e g a r dl e s s   of   w h et h e r   u n st a n d a r di z e d   o r  st a n d a r di z e d  r e si d u al s   a r e  

u s e d  a n d  w hi c h  ki n d  of st a n d a r di z ati o n i s  p r ef e r r e d, it i s i m p o rt a nt t o t a k e t h e si g n  of  a 

r e si d u al i nt o  a c c o u nt  w h e n l o o ki n g f o r t h e  c a u s e  of  m o d el  mi sfit.  Gi v e n t h at  a n  e m pi ri-

c al   c o v a ri a n c e  i s   p o siti v e,   a   p o siti v e  r e si d u al  i n di c at e s  t h at  t h e   m o d el   u n d e r e sti m at e s  

t h e  s a m pl e   c o v a ri a n c e.  I n  t hi s   c a s e,  t h e   e m pi ri c al   c o v a ri a n c e  i s  l a r g e r  t h a n  t h e   m o d el-

i m pli e d  c o v a ri a n c e.  A  n e g ati v e r e si d u al i n dic at e s t h at t h e  m o d el  o v e r e sti m at e s t h e s a m-

pl e   c o v a ri a n c e,  t h at  i s,  t h e   e m pi ri c al   c o v a ri a n c e  i s  s m all e r  t h a n  t h e   m o d el-i m pli e d   c o-

v a ri a n c e. 

D e s c ri pti v e  M e a s u r e s  B a s e d  o n  M o d el  C o m p a ri s o n s 

T h e  b a si c i d e a  of  c o m p a ri s o n i n di c e s i s t h at  t h e fit  of  a  m o d el  of i nt e r e st i s  c o m p a r e d 

t o  t h e  fit   of  s o m e   b a s eli n e   m o d el.   E v e n   t h o u g h   a n y   m o d el   n e st e d   hi e r a r c hi c all y   u n d e r  

t h e  t a r g et   m o d el  (t h e   m o d el   of  i nt e r e st)   m a y   s e r v e   a s   a   c o m p a ri s o n   m o d el,  t h e  i n d e-

p e n d e n c e  m o d el i s  u s e d  m o st  oft e n.  T h e i n d e p e n d e n c e  m o d el  a s s u m e s t h at t h e  o b s e r v e d 

v a ri a bl e s   a r e   m e a s u r e d   wit h o ut   e r r o r,  i. e.,   all   e r r o r   v a ri a n c e s   a r e  fi x e d  t o   z e r o   a n d   all  

f a ct o r  l o a di n g s   a r e  fi x e d  t o   o n e,   a n d  t h at   all   v a ri a bl e s   a r e   u n c o r r el at e d.   T hi s   b a s eli n e  

m o d el  i s   a   v e r y  r e st ri cti v e   m o d el  i n   w hi c h   o nl y   p   p a r a m et e r s,   n a m el y  t h e   v a ri a n c e s   of  

t h e   v a ri a bl e s,   h a v e  t o   b e   e sti m at e d.   A n   e v e n   m o r e  r e st ri cti v e   b a s eli n e   m o d el  t h a n  t h e  

i n d e p e n d e n c e  m o d el i s t h e  n ull  m o d el,  a  m o d el i n  w hi c h  all  p a r a m et e r s  a r e fi x e d t o  z e r o 

( J ö r e s k o g  &  S ö r b o m,  1 9 9 3,  p.  1 2 2)  a n d  h e n c e,   n o  p a r a m et e r s  h a v e t o  b e  e sti m at e d.  T h e 
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fit i n d e x f o r  a  b a s eli n e  m o d el  will  u s u all y i n di c at e  a  b a d  m o d el fit  a n d s e r v e s  a s  a  c o m-

p a ri s o n   v al u e.   T h e  i s s u e  i s   w h et h e r  t h e  t a r g et   m o d el  i s   a n  i m p r o v e m e nt  r el ati v e  t o  t h e  

b a s eli n e  m o d el.  

Oft e n   u s e d   m e a s u r e s   b a s e d   o n   m o d el   c o m p a ri s o n s   a r e  t h e   N o r m e d   Fit  I n d e x  ( N FI  ), 

t h e  N o n n o r m e d  Fit I n d e x ( N N FI  ), t h e  C o m p a r ati v e  Fit I n d e x ( C FI  ), t h e  G o o d n e s s- of-

Fit  I n d e x  ( G FI  ),   a n d  t h e   A dj u st e d   G o o d n e s s- of- Fit  I n d e x  ( A G FI  ),   w hi c h   will   b e   e x-

pl ai n e d  b el o w i n  m o r e  d et ail. 

N o r m e d   Fit   I n d e x   ( N F I )   a n d   N o n n o r m e d   Fit   I n d e x   ( N N F I )  

T h e  N o r m e d  Fit I n d e x ( N FI )  p r o p o s e d  b y  B e ntl e r  a n d  B o n n ett ( 1 9 8 0) i s  d efi n e d  a s 
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w h e r e 

2
iχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e i n d e p e n d e n c e  m o d el ( b a s eli n e  m o d el), 

2
tχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e t a r g et  m o d el,  a n d  

F   i s t h e  c o r r e s p o n di n g  mi ni m u m fit f u n cti o n  v al u e. 

 

N FI   v al u e s r a n g e f r o m  0 t o  1,  wit h  hi g h e r  v al u e s i n di c ati n g  b ett e r fit.  W h e n  F t  = F i, 

N FI   e q u al s  z e r o;  w h e n  F t  =  0, N FI   e q u al s  o n e,  w hi c h s u g g e st s t h at t h e t a r g et  m o d el i s 

t h e   b e st   p o s si bl e  i m p r o v e m e nt   o v e r  t h e  i n d e p e n d e n c e   m o d el.   Alt h o u g h  t h e  t h e o r eti c al  

b o u n d a r y  of  N FI  i s  o n e, N FI   m a y  n ot r e a c h t hi s  u p p e r li mit  e v e n if t h e s p e cifi e d  m o d el 

i s   c o r r e ct,   e s p e ci all y  i n  s m all  s a m pl e s  ( B e ntl e r,   1 9 9 0,   p.   2 3 9).   T hi s   c a n   o c c u r   b e c a u s e  

t h e   e x p e ct e d   v al u e   of  2
tχ  i s   g r e at e r  t h a n   z e r o:  dfE =)χ( 2

t .   T h e   u s u al  r ul e   of  t h u m b  f o r  

t hi s  i n d e x  i s  t h at  . 9 5  i s  i n di c ati v e   of   g o o d  fit  r el ati v e  t o  t h e   b a s eli n e   m o d el  ( K a pl a n,  

2 0 0 0,  p.  1 0 7),  w h e r e a s  v al u e s  g r e at e r t h a n . 9 0  a r e t y pi c all y i nt e r p r et e d  a s i n di c ati n g  a n 

a c c e pt a bl e fit ( M a r s h  &  G r a y s o n,  1 9 9 5;  S c h u m a c k e r  &  L o m a x,  1 9 9 6).  

A  di s a d v a nt a g e  of t h e  N FI  i s t h at it i s  aff e ct e d  b y s a m pl e si z e ( B e a r d e n,  S h a r m a,  & 

T e el,  1 9 8 2). I n  o r d e r t o t a k e  c a r e  of t hi s   p r o bl e m,  B e ntl e r  a n d  B o n n ett ( 1 9 8 0)  e xt e n d e d 

t h e  w o r k  b y  T u c k e r  a n d  L e wi s ( 1 9 7 3)  a n d  d e v el o p e d t h e  N o n n o r m e d  Fit I n d e x ( N N FI  ), 
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al s o   k n o w n   a s  t h e   T u c k e r- L e wi s  I n d e x  ( T LI  ).   T h e  N N FI   m e a s u r e s  r el ati v e  fit   a n d  i s  

d efi n e d  a s 
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w h e r e 

2
iχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e i n d e p e n d e n c e  m o d el ( b a s eli n e  m o d el), 

2
tχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e t a r g et  m o d el, 

F   i s t h e  c o r r e s p o n di n g  mi ni m u m fit f u n cti o n  v al u e,  a n d  

df   i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m. 

 

T h e  N N FI  r a n g e s i n  g e n e r al f r o m  z e r o t o  o n e,  b ut   a s t hi s i n d e x i s  n ot  n o r m e d,  v al u e s 

c a n s o m eti m e s l e a v e t hi s r a n g e,  wit h  hi g h e r  N N FI   v al u e s i n di c ati n g  b ett e r fit.  A r ul e  of 

t h u m b  f o r  t hi s  i n d e x  i s  t h at  . 9 7  i s  i n di c ati v e   of   g o o d  fit  r el ati v e  t o  t h e  i n d e p e n d e n c e  

m o d el,   w h e r e a s   v al u e s   g r e at e r  t h a n  . 9 5   m a y   b e  i nt e r p r et e d   a s   a n   a c c e pt a bl e  fit.   A s  t h e  

i n d e p e n d e n c e   m o d el   al m o st   al w a y s   h a s   a  l a r g e  χ 2 , N N FI   v al u e s   a r e   oft e n   v e r y   cl o s e  t o  

o n e ( J ö r e s k o g  &  S ö r b o m,  1 9 9 3,  p.  1 2 5), s o t h at   a  v al u e  of . 9 7 s e e m s t o  b e  m o r e r e a s o n-

a bl e  a s  a n i n di c ati o n  of  a  g o o d  m o d el fit t h a n t h e  oft e n st at e d  c ut off  v al u e  of . 9 5.  

N N FI  t a k e s  t h e   d e g r e e s   of  f r e e d o m   of  t h e  s p e cifi e d   m o d el   a s   w ell   a s  t h e   d e g r e e s   of  

f r e e d o m   of  t h e  i n d e p e n d e n c e   m o d el  i nt o   c o n si d e r ati o n.   M o r e   c o m pl e x,  i. e.,  l e s s  r e st ri c-

ti v e   m o d el s   a r e   p e n ali z e d   b y   a   d o w n w a r d   a dj u st m e nt,   w hil e   m o r e   p a r si m o ni o u s,  i. e.,  

m o r e  r e st ri cti v e   m o d el s   a r e  r e w a r d e d   b y   a n  i n c r e a s e  i n  t h e  fit  i n d e x.   A n   a d v a nt a g e   of  

t h e  N N FI  i s  t h at  it  i s   o n e   of  t h e  fit  i n di c e s   l e s s   aff e ct e d   b y  s a m pl e  si z e  ( B e ntl e r,   1 9 9 0;  

B oll e n,  1 9 9 0;  H u  &  B e ntl e r,  1 9 9 5,  1 9 9 8).  

C o m p a r ati v e   Fit   I n d e x   ( C F I )  

T h e  C o m p a r ati v e  Fit I n d e x ( C FI ;  B e ntl e r,  1 9 9 0),  a n  a dj u st e d  v e r si o n  of t h e  R el ati v e 

N o n c e nt r alit y  I n d e x  ( R NI  )   d e v el o p e d   b y   M c D o n al d   a n d   M a r s h  ( 1 9 9 0),   a v oi d s  t h e   u n-

d e r e sti m ati o n  of fit  oft e n  n ot e d i n s m all s a m pl e s f o r  B e ntl e r  a n d  B o n ett' s ( 1 9 8 0)  n o r m e d 

fit i n d e x (N FI  ).  T h e C FI  i s  d efi n e d  a s 
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w h e r e  

m a x  d e n ot e s t h e  m a xi m u m  of t h e  v al u e s  gi v e n i n  b r a c k et s, 

2
iχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e i n d e p e n d e n c e  m o d el ( b a s eli n e  m o d el), 

2
tχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e t a r g et  m o d el,  a n d  

df  i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m. 

 

T h e  C FI  r a n g e s  f r o m   z e r o  t o   o n e   wit h   hi g h e r   v al u e s  i n di c ati n g   b ett e r  fit.   A  r ul e   of  

t h u m b  f o r  t hi s  i n d e x  i s  t h at  . 9 7  i s  i n di c ati v e   of   g o o d  fit  r el ati v e  t o  t h e  i n d e p e n d e n c e  

m o d el,   w hil e   v al u e s   g r e at e r  t h a n  . 9 5   m a y   b e  i nt e r p r et e d   a s   a n   a c c e pt a bl e  fit.   A g ai n   a  

v al u e   of  . 9 7  s e e m s  t o   b e   m o r e  r e a s o n a bl e   a s   a n  i n di c ati o n   of   a   g o o d   m o d el  fit  t h a n  t h e  

oft e n st at e d  c ut off  v al u e  of . 9 5.  C o m p a r a bl e t o t h e  N N FI , t h e C FI  i s  o n e  of t h e fit i n di-

c e s  l e s s   aff e ct e d   b y  s a m pl e  si z e  ( B e ntl e r,   1 9 9 0;  B oll e n,  1 9 9 0;  H u  &  B e ntl e r,  1 9 9 5,  1 9 9 8, 

1 9 9 9).  

G o o d n e s s - o f - Fit - I n d e x   ( G F I )   a n d   A dj u st e d   G o o d n e s s - o f - Fit - I n d e x   ( A G F I )  

T h e   G o o d n e s s- of- Fit-I n d e x  ( G FI ;   J ö r e s k o g   &   S ö r b o m,   1 9 8 9;   T a n a k a   &   H u b a,   1 9 8 4)  

m e a s u r e s  t h e  r el ati v e   a m o u nt   of  t h e   v a ri a n c e s   a n d   c o v a ri a n c e s  i n  t h e   e m pi ri c al   c o v a ri-

a n c e   m at ri x   S  t h at  i s   p r e di ct e d   b y  t h e   m o d el-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m at ri x  )ˆ(θΣΣ .   A c c o r d-

i n g  t o   J ö r e s k o g   a n d   S ö r b o m  ( 1 9 9 3,   p.   1 2 3),  t hi s  i m pli e s  t e sti n g   h o w   m u c h   b ett e r  t h e  

m o d el  fit s   a s   c o m p a r e d  t o  " n o   m o d el   at   a ll"  ( n ull   m o d el),  i. e.,   w h e n   all   p a r a m et e r s   a r e  

fi x e d t o  z e r o.  T h e G FI  s e e m s t o  b e i n s pi r e d  b y  a n al o g y  wit h t h e  c o n c e pt  of  a  c o effi ci e nt 

of  d et e r mi n ati o n ( M ul ai k  et  al.,  1 9 8 9,  p.  4 3 5)  a n d i s  d efi n e d  a s 
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w h e r e 

2
nχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e  n ull  m o d el ( b a s eli n e  m o d el), 

2
tχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e t a r g et  m o d el,  a n d  

F  i s t h e  c o r r e s p o n di n g  mi ni m u m fit f u n cti o n  v al u e. 
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T h e  G FI  t y pi c all y  r a n g e s   b et w e e n   z e r o   a n d   o n e   wit h   hi g h e r   v al u e s  i n di c ati n g   b ett e r  

fit,  b ut i n s o m e  c a s e s  a  n e g ati v e G FI   m a y  o c c u r.  T h e  u s u al r ul e  of t h u m b f o r t hi s i n d e x 

i s  t h at  . 9 5  i s  i n di c ati v e   of   g o o d  fit  r el ati v e t o  t h e   b a s eli n e   m o d el,   w hil e   v al u e s   g r e at e r  

t h a n . 9 0  a r e  u s u all y i nt e r p r et e d  a s i n di c ati n g  a n  a c c e pt a bl e fit ( M a r s h  &  G r a y s o n,  1 9 9 5; 

S c h u m a c k e r  &  L o m a x,  1 9 9 6).  

J ö r e s k o g   a n d   S ö r b o m  ( 1 9 8 9)   al s o   d e v e l o p e d  t h e   A dj u st e d   G o o d n e s s- of- Fit  I n d e x  

A G FI  t o   a dj u st  f o r   a   bi a s  r e s ulti n g  f r o m   m o d el   c o m pl e xit y.   T h e   A G FI   a dj u st s  f o r  t h e  

m o d el' s   d e g r e e s   of  f r e e d o m  r el ati v e  t o  t h e   n u m b e r   of   o b s e r v e d   v a ri a bl e s   a n d  t h e r ef o r e  

r e w a r d s l e s s  c o m pl e x  m o d el s  wit h f e w e r  p a r a m et e r s.  T h e  A G FI   i s  gi v e n  b y 
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w h e r e  

2
nχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e  n ull  m o d el ( b a s eli n e  m o d el), 

2
tχ  i s t h e  c hi- s q u a r e  of t h e t a r g et  m o d el,  

df n   = s   = p (  p   +  1) / 2  i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m f o r t h e  n ull  m o d el,  a n d  

df t  = s  −  t i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m f o r t h e t a r g et  m o d el.  

 

A G FI   v al u e s  t y pi c all y  r a n g e   b et w e e n   z e r o   a n d   o n e   wit h  l a r g e r   v al u e s  i n di c ati n g   a  

b ett e r fit,  b ut it i s  al s o  p o s si bl e t h at  a l a r g e  N  i n  c o m bi n ati o n  wit h s m all df t  c a n r e s ult 

i n   a   n e g ati v e  A G FI .  If  t h e   n u m b e r   of   d e g r e e s   of  f re e d o m  f o r  t h e  t a r g et   m o d el   a p-

p r o a c h e s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m f o r t h e  n ull  m o d el, t h e  A G FI   a p p r o a c h e s t h e 

G FI .   A  r ul e   of  t h u m b  f o r  t hi s  i n d e x  i s  t h at  .9 0  i s  i n di c ati v e   of   g o o d  fit  r el ati v e  t o  t h e  

b a s eli n e  m o d el,  w hil e  v al u e s  g r e at e r t h a n . 8 5  m a y  b e  c o n si d e r e d  a s  a n  a c c e pt a bl e fit.  

Si m ul ati o n  st u di e s  s u g g e st  t h at   G FI   a n d   A G FI   a r e   n ot  i n d e p e n d e nt   of  s a m pl e  si z e  

( H u   &   B e ntl e r,   1 9 9 5,   1 9 9 8,   1 9 9 9).   F u rt h e r m o r e,   b ot h  i n di c e s   d e c r e a s e   wit h  i n c r e a si n g  

m o d el  c o m pl e xit y,  e s p e ci all y f o r s m all e r s a m pl e si z e s ( A n d e r s o n  &  G e r bi n g,  1 9 8 4).  

D e s c ri pti v e  M e a s u r e s  of  M o d el  P a r si m o n y 

P a r si m o n y i s  c o n si d e r e d t o  b e i m p o rt a nt i n  a s s e s si n g  m o d el fit ( H u  &  B e ntl e r,  1 9 9 5; 

M ul ai k   et   al.,   1 9 8 9)   a n d  s e r v e s   a s   a   c rit e ri o n   f o r   c h o o si n g   b et w e e n   alt e r n ati v e   m o d el s.  
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S e v e r al  fit  i n di c e s,   a m o n g   ot h e r s   t h e   P a r si m o n y   G o o d n e s s- of- Fit  I n d e x  ( P G FI  ),  t h e  

P a r si m o n y   N o r m e d   Fit  I n d e x  ( P N FI  ),  t h e   A k ai k e  I nf o r m ati o n   C rit e ri o n  ( AI C  ),  t h e  

C o n si st e nt  AI C   (C AI C  ),   a n d  t h e   E x p e ct e d   C r o s s- V ali d ati o n  I n d e x  ( E C VI  )   a dj u st  f o r  

m o d el  p a r si m o n y  w h e n  a s s e s si n g t h e fit  of st r u ct u r al  e q u ati o n  m o d el s. 

P a r si m o n y   G o o d n e s s - o f - Fit   I n d e x   ( P G F I )   a n d    

P a r si m o n y   N o r m e d   Fit   I n d e x   ( P N F I )  

T h e   P a r si m o n y   G o o d n e s s- of- Fit  I n d e x  ( P G FI ;  M ul ai k   et   al.,   1 9 8 9)   a n d  t h e   P a r si-

m o n y   N o r m e d   Fit  I n d e x  ( P N FI ;   J a m e s,   M ul ai k,   &   B r ett,   1 9 8 2)   a r e   m o difi c ati o n s   of  

G FI   a n d N FI :  

 G FI
df

df
P G FI

n

t=  ( 1 7)  

w h e r e 

df t i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m  of t h e t a r g et  m o d el, 

df n  i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m  of t h e  n ull  m o d el,  a n d  

G FI  i s t h e  G o o d n e s s- of- Fit I n d e x, 

a n d  

 N FI
df

df
P N FI

i

t=  ( 1 8)  

w h e r e 

df t i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m  of t h e t a r g et  m o d el, 

df i i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m  of t h e i n d e p e n d e n c e  m o d el,  a n d 

N FI  i s t h e  N o r m e d  Fit I n d e x. 

 

P G FI   a n d   P N FI   b ot h  r a n g e   b et w e e n   z e r o   a n d   o n e,   wit h   hi g h e r   v al u e s  i n di c ati n g   a  

m o r e  p a r si m o ni o u s fit.  B ot h i n di c e s  m a y  b e   u s e d f o r  c h o o si n g  b et w e e n  alt e r n ati v e  m o d-

el s. 

T h e   eff e ct   of   m ulti pl yi n g   G FI   a n d   N FI   b y  t h e  r e s p e cti v e   p a r si m o n y  r ati o   of  t h e   d e-

g r e e s   of  f r e e d o m  i s  t o  r e d u c e  t h e   o ri gi n al  i n di c e s  t o   a   v al u e   cl o s e r  t o   z e r o.   C o m p a ri n g  

A G FI   a n d   P G FI  ,   b ot h  i n di c e s   a dj u st  t h e   G FI   d o w n w a r d  f o r   m o r e   c o m pl e x   a n d  t h e r e-
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f o r e l e s s  p a r si m o ni o u s  m o d el s,  b ut t h e P G FI   e x e rt s  a st r o n g e r  p e n alt y  o n  c o m pl e x  m o d-

el s  wit h l e s s  d e g r e e s  of f r e e d o m t h a n  A G FI  ( T a n a k a,  1 9 9 3).  Si mil a rl y, t h e P N FI   a dj u st s 

N FI   d o w n w a r d.  

A k ai k e   I n f o r m ati o n   C rit e ri o n   ( A I C )  

T h e  A k ai k e I nf o r m ati o n  C rit e ri o n ( AI C ;  A k ai k e,  1 9 7 4,  1 9 8 7)  a dj u st s χ 2  f o r t h e  n u m-

b e r   of   e sti m at e d   p a r a m et e r s   a n d   c a n   b e   u s e d  t o   c o m p a r e   c o m p eti n g   m o d el s  t h at   n e e d  

n ot  b e  n e st e d.  V a ri o u s  v e r si o n s  of t h e  AI C   e xi st ( H a y d u k,  1 9 9 6,  p p.  1 9 8- 2 0 0)  w hi c h  a r e 

e s s e nti all y  e q ui v al e nt  a s l o n g  a s t h e  v e r si o n i s  n ot  c h a n g e d  d u ri n g t h e  c o m p a ri s o n s.  F u r-

t h e r m o r e,  all  c al c ul ati o n s  m u st  b e  b a s e d  o n t h e s a m e  c o v a ri a n c e  m at ri x.  

T h e  LI S R E L  p r o g r a m  p r o vi d e s  

 tAI C 22 +χ= ,  ( 1 9)  

w h e r e  t i s t h e  n u m b e r  of  e sti m at e d  p a r a m et e r s.  

Ot h e r s oft w a r e  p r o g r a m s,  e. g.,  E Q S ( B e ntl e r,  1 9 9 5),  a d o pt  AI C   a s  

 dfAI C 22 −χ= ,  ( 2 0)  

w h e r e  df   i s t h e  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m.  

 

O ri gi n all y,  AI C   h a d  b e e n i nt r o d u c e d  b y  A k ai k e  a s " a n i nf o r m ati o n  c rit e ri o n" ( A k ai k e, 

1 9 8 5,  p.  1 2) i n t h e f o r m  

 tLAI C 2l o g2 +−= ,  ( 2 1)  

w h e r e  l o g L  i s  t h e   m a xi mi z e d   v al u e   of  t h e  l o g  li k eli h o o d  f u n cti o n  f o r  t h e  r e s p e cti v e  

m o d el.  

All   v e r si o n s  s h a r e  t h e  f e at u r e  t h at   wit h i n   a  s et   of   m o d el s  f o r  t h e  s a m e   d at a,  t h e  

m o d el   wit h  t h e   mi ni m u m   AI C   v al u e  i s  r e g a r d e d   a s  t h e   b e st  fitti n g   m o d el.  I n   ot h e r  

w o r d s,  AI C  i s  a ct u all y  a " b a d n e s s  of fit" i n d e x ( K a pl a n,  2 0 0 0,  p.  1 1 6). 

T h e  d e ri v ati o n  of  AI C   u nifi e s t h e i nf o r m ati o n-t h e o r eti c al  c o n c e pt  of  e nt r o p y  a n d t h e 

m et h o d   of   m a xi m u m  li k eli h o o d  ( A k ai k e,   1 9 8 5)   a n d  i s  r at h e r   d e m a n di n g.   O n  t h e   ot h e r  

h a n d, t h e  a b o v e f o r m ul a s s h o w t h at  t h e  c o n c r et e  c al c ul ati o n  of AI C  i s  q uit e si m pl e  o n c e 

χ 2   o r t h e l o g-li k eli h o o d i s  k n o w n.  H o w e v e r,  b e c a us e t h e  c rit e ri o n (i n  w h at e v e r  v e r si o n) i s 

n ot  n o r m e d, it i s  n ot  p o s si bl e t o i nt e r p r et  a n i s ol at e d  AI C   v al u e.  T h e r ef o r e, AI C  s h o ul d 
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fi r st   b e   o bt ai n e d  f o r   all   m o d el s   of  i nt e r e st, i n cl u di n g  t h e   v al u e s  f o r  t h e  i n d e p e n d e n c e  

m o d el  a n d t h e s at u r at e d  m o d el ( a  m o d el  wi t h  z e r o  d e g r e e s  of f r e e d o m)  w hi c h  a ut o m ati-

c all y   a p p e a r  i n  t h e   LI S R E L   o ut p ut.   R e s e a r c h e r s  s h o ul d  t h e n   c o n si d e r  t o  s el e ct  t h e  

m o d el   wit h  t h e  l o w e st   AI C   v al u e.   T o   a v oi d   mi s u n d e r st a n di n g s,  it  s h o ul d   b e  r e c o g ni z e d  

t h at  AI C  i s  o nl y  a  d e s c ri pti v e  m e a s u r e  a n d  n ot a t e st  of si g nifi c a n c e  alt h o u g h it  m a y  b e 

u s e d t o  d e ci d e  b et w e e n  c o m p eti n g  m o d el s. 

T h e   m ai n  i m pli c ati o n s   of   AI C   c a n   b e   u n d e r st o o d   a s  f oll o w s.   P r o vi d e d   a  s et   of   c o m-

p eti n g   m o d el s  f o r   gi v e n   d at a,  t h e  t a s k  i s  t o  s el e ct  t h e   m o d el   w hi c h  s e r v e s   b e st   a s   a n  

a p p r o xi m ati o n t o " r e alit y". I n  a p p r o xi m ati n g r e a lit y, t w o  ki n d s  of  e rr o r s  c a n  o c c u r t h at 

h a v e   al r e a d y   b e e n   a d d r e s s e d  i n  t h e   c o nt e xt   of   R M S E A ,   n a m el y,  s y st e m ati c   di s c r e p a n-

ci e s  (t h e   e r r o r   of   a p p r o xi m ati o n)  i nt r o d u c e d   b y  t h e   p o p ul ati o n   m o d el,   a n d  r a n d o m   di s-

c r e p a n ci e s (t h e  e r r o r  of  e sti m ati o n) i nt r o d u c e d  b y  t h e  u s e  of s a m pl e  d at a. I n  c o nt r a st t o 

R M S E A   w hi c h  i m pli e s   a  f o c u s   o n  t h e   p o p ul ati o n   m o d el   w hil e   di s r e g a r di n g  t h e   e sti m a-

ti o n   of  it s   p a r a m et e r s,   AI C  t a k e s  t h e   vi e w  t h at   o nl y  t h e   e sti m at e d   m o d el   c a n   b e   u s e d  

f o r t h e  p r e di cti o n  of f u rt h e r  o b s e r v ati o n s. 

F r o m  t hi s   p r e di cti v e   p oi nt   of   vi e w,   e xt r e m el y  i m p r e ci s e   p a r a m et e r   e sti m at e s   w o ul d  

j e o p a r di z e t h e  p r a cti c al  a p pli c a bilit y  of  a n  oth e r wi s e  a p p r o p ri at e  m o d el.  C o n si d e ri n g t h e 

o v e r all  e r r o r, it  c a n  b e  b ett e r t o t ol e r at e  a  m o d el t h at i s sli g htl y  o v e r si m plifi e d if t hi s i s 

c o m p e n s at e d  b y  a r e d u cti o n  of s a m pli n g fl u ct u ati o n s.  T h e r ef o r e,  AI C  r efl e ct s t h e s e a r c h 

f o r   a   c o m p r o mi s e   b et w e e n  t h e   a p p r o xi m atio n   a n d   e sti m ati o n   e r r o r s  t h at   mi ni mi z e s  t h e  

o v e r all  e r r o r.  F o r  e x a m pl e,  n ot e t h at t h e  LI S R E L  v e r si o n  of  AI C  i n cr e a s e s  b ot h  wit h χ 2  

( w hi c h  i s   c o n n e ct e d  t o  t h e   a p p r o xi m ati o n   e r r o r)   a n d  t h e   n u m b e r   of  f r e e   p a r a m et e r s  

( w hi c h  i s   c o n n e ct e d  t o  t h e   e sti m ati o n   e r r o r).   B e c a u s e   AI C   p e n ali z e s   a   hi g h   n u m b e r   of  

e sti m at e d  p a r a m et e r s ( o r,  e q ui v al e ntl y, r e w a r d s  a  hi g h  n u m b e r  of  d e g r e e s  of f r e e d o m), it 

r e w a r d s  p a r si m o n y. 

T o  e x a mi n e  m o r e  cl o s el y  h o w  AI C   w o r k s, it i s i n st r u cti v e t o  c o n si d e r t h e s p e ci al  c a s e 

t h at  a si n gl e t a r g et  m o d el i s t o  b e  c o nt r a st e d   wit h t h e s at u r at e d  m o d el.  F o r t h e s a k e  of 

si m pli cit y,  w e  u s e t h e  E Q S  v e r si o n  of  AI C .  A c c o r di n g t o  E q u ati o n  2 0, AI C  f o r t h e t a r-

g et  m o d el i s  gi v e n  b y  AI C t  = χ 2  −   2df ,  w h e r e a s f o r t h e s at u r at e d  m o d el, χ 2   =  0, df   =  0, 

a n d  t h u s   AI C s  =   0.   T h e  t a r g et   m o d el  s h o ul d   b e  s el e ct e d  if   AI C t  < AI C s
 ,   w hi c h  i s  

e q ui v al e nt t o t h e  c o n diti o n t h at f o r t h e t a r g et  m o d el χ 2 / df   <  2.  T hi s s h e d s  n e w li g ht  o n 

t h e r e c o m m e n d ati o n t h at χ 2 / df   <  2 i s i n di c ati v e  of  a  g o o d fit ( s e e  a b o v e, s u b s e cti o n " χ 2  

T e st   St ati sti c").   N ot e  t h at  t h e  r e s ult   d o e s   n ot   d e p e n d   o n  t h e   p a rti c ul a r   AI C   v e r si o n   a s  

t w o  m o d el s  w e r e  c o m p a r e d. 
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C o n si st e nt   A I C   ( C A I C )  

Aft e r  t h e  i nt r o d u cti o n   of   AI C ,  si mil a r  i nf o r m ati o n  i n di c e s   h a v e   b e e n   p r o p o s e d  f o r  

v a ri o u s  r e a s o n s.   W e  r e st ri ct   o u r s el v e s  t o   a   si n gl e   e x a m pl e:   T h e   LI S R E L   p r o g r a m   off e r s  

t h e s o- c all e d  C o n si st e nt  AI C  (C AI C ;  B o z d o g a n,  1 9 8 7) i n t h e  v e r si o n  

 tNC AI C )l o g1(2 ++χ= ,  ( 2 2)  

w h e r e  

l o gN  i s t h e  n at u r al l o g a rit h m  of t h e s a m pl e si z e N ,  a n d  

t i s  a g ai n t h e  n u m b e r  of  e sti m at e d  p a r a m et e r s. 

 

Gi v e n  a s et  of  c o m p eti n g  m o d el s,  C AI C  i s  u s e d i n t h e s a m e  w a y  a s AI C . I n t h e  p r e-

s e nt   c o nt e xt,   c o n si st e n c y   m e a n s  t h at  t h e   c o r r e ct   m o d el  i s  s el e ct e d   a s  t h e  s a m pl e  si z e  

t e n d s t o i nfi nit y ( N  →  ∞ ). 

At  fi r st  si g ht,  t h e   o nl y   p r a cti c a ll y  i m p o rt a nt   diff e r e n c e   b et w e e n  AI C   a n d   C AI C  i s  

t h at  t h e  f a ct o r   2  i n  t h e   p e n alt y  t e r m   of   E q u ati o n   1 9  i s  r e pl a c e d   b y  t h e  f a ct o r  ( 1   +  

l o gN  ),   w hi c h  i m pli e s  t h at  t h e   w ei g ht   of   t h e   n u m b e r   of   e sti m at e s   n o w   d e p e n d s   o n  t h e  

s a m pl e si z e  a n d t h at  p a r si m o ni o u s  m o d el s  a r e r e w a r d e d  m o r e  g e n e r o u sl y.  T h e s e  o b vi o u s 

f e at u r e s   m a y   h o w e v e r   di st r a ct  f r o m  a  f u n d a m e nt al   p r o bl e m  i n h e r e nt  i n   C AI C .   T h e  

p r o mi s e  t h at  t h e  "t r u e"   m o d el   will   b e  s el e ct e d   a s   N  →  ∞  r e st s   o n  t h e   a s s u m pti o n  t h at  

t h e t r u e  m o d el i s  c o nt ai n e d i n t h e s et  of  c o m p eti n g  m o d el s.  A s  B u r n h a m  a n d  A n d e r s o n 

( 1 9 9 8)  p oi nt e d  o ut, s u c h  a n  a s s u m pti o n  w o ul d  b e r at h e r  u n r e ali sti c i n t h e  bi ol o gi c al  a n d 

s o ci al s ci e n c e s.  Fi r st, if " a n i n v e sti g at o r  k n e w  t h at  a t r u e  m o d el  e xi st e d  a n d t h at it  w a s 

i n  t h e  s et   of   c a n di d at e   m o d el s,   w o ul d   n ot   h e  k n o w   w hi c h   o n e  it   w a s ?"  ( p.   6 9).   S e c o n d,  

e v e n if t h e t r u e  m o d el  c o ul d  b e i d e ntifi e d  f o r  a  c e rt ai n fi nit e  n u m b e r  of  c a s e s, t hi s  m o d el 

w o ul d  h a r dl y r e m ai n t h e t r u e  m o d el  a s  N  →  ∞ ,  b e c a u s e i n t h e  bi ol o gi c al  a n d s o ci al s ci-

e n c e s, i n c r e a si n g t h e  n u m b e r  of  c a s e s  u s u all y i n c r e a s e s t h e  n u m b e r  of r el e v a nt  v a ri a bl e s, 

t o o. 

B o z d o g a n   hi m s elf  ( 1 9 8 7,   p.   3 5 7)   c o n c e d e d  t h at  t h e   c o n c e pt   of   a  t r u e   m o d el   b e c o m e s  

" s u s p e ct"  i n   vi e w   of  r e al   d at a,   a n d  t h at  t h e   vi rt u e   of   c o n si st e n c y  ( w hi c h  i s   a  l a r g e-

s a m pl e  p r o p e rt y) s h o ul d  n ot  b e  e x a g g e r at e d .  T h e r ef o r e  w e  g e n e r all y r e c o m m e n d t o  p r e-

f e r  t h e   o ri gi n al  AI C ,   w hi c h  i s  i nt e n d e d  t o  i d e ntif y  t h e  " b e st  fitti n g"   m o d el  ( T a k a n e   &  

B o z d o g a n,  1 9 8 7). I n  a n y  c a s e, t h e " m a gi c  n u m b e r  2" ( A k ai k e,  1 9 8 5,  p.  1) i n t h e  p e n alt y 

t e r m  of AI C  i s  n ot  a f a ct o r t h at  m a y  b e  a r bit r a ril y  c h a n g e d. 
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E x p e ct e d   C r o s s   V ali d ati o n   I n d e x   ( E C V I )  

A n ot h e r  i n d e x  t o   b e   m e nti o n e d  i n  t h e   n ei g h b o r h o o d   of   AI C  i s  t h e   E x p e ct e d   C r o s s  

V ali d ati o n  I n d e x  ( E C VI  )   of   B r o w n e   a n d   C u d e c k  ( 1 9 8 9,   1 9 9 3).   T h e   E C VI  i s   a ct u all y   a  

p o p ul ati o n  p a r a m et e r  w hi c h i s  e sti m at e d  b y t h e st ati sti c  

 
1

2
))ˆ(,(

−
+=

N

t
θFc ΣS ,  ( 2 3)  

w h e r e  

))ˆ(,( θF ΣS  i s t h e  mi ni m u m  v al u e  of t h e fit f u n cti o n, 

t i s t h e  n u m b e r  of  e sti m at e d  p a r a m et e r s,  a n d  

N  i s t h e s a m pl e si z e. 

 

W h e r e a s  AI C   w a s   d e ri v e d  f r o m  st ati sti c al  i nf o r m ati o n  t h e o r y,   E C VI  i s   a   m e a s u r e   of  

t h e   di s c r e p a n c y   b et w e e n  t h e   m o d el-i m pli e d   c o v a ri a n c e   m at ri x  i n  t h e   a n al y z e d  s a m pl e  

a n d  t h e   c o v a ri a n c e   m at ri x  t h at   w o ul d   b e   e x p e ct e d  i n   a n ot h e r  s a m pl e   of  t h e  s a m e  si z e  

( J ö r e s k o g   &   S ö r b o m,   1 9 9 3,   p.   1 2 0).   T h u s,   E C VI   e v al u at e s   h o w   w ell   a   m o d el  fitt e d  t o  

t h e  c ali b r ati o n s a m pl e  w o ul d  p e rf o r m i n  c o m p a r a bl e  v ali d ati o n s a m pl e s ( K a pl a n,  2 0 0 0). 

W h e n  c h o o si n g  b et w e e n s e v e r al  m o d el s, t h e s m all e st  E C VI   e sti m at e i n di c at e s t h e  m o d el 

wit h t h e  b e st fit. I n  a d diti o n,  a  9 0 %  c o nfi d e n c e i nt e r v al  all o w s t o  a s s e s s t h e  p r e ci si o n  of 

t h e  e sti m at e. 

Alt h o u g h   d e ri v e d  i n d e p e n d e ntl y,  t h e   E C VI   e sti m at e  l e a d s  t o  t h e  s a m e  r a n k   o r d e r   of  

c o m p eti n g   m o d el s   a s   AI C ,   p r o vi d e d  t h at  t h e   M L  fittin g  f u n cti o n  i s   u s e d  ( B r o w n e   &  

C u d e c k,   1 9 9 3,   p.   1 4 8).  I n  f a ct,   m ulti pli c ati o n   of   E C VI   b y   N  −   1  t h e n  l e a d s  t o  t h e  

LI S R E L   v e r si o n   of   AI C   gi v e n   a b o v e.   T h e r ef o r e  it  s uffi c e s  t o  t a k e   eit h e r   AI C   or   E C VI  

i nt o   a c c o u nt   w h e n  l o o ki n g  f o r  t h e   m o d el  th at   mi ni mi z e s  t h e   o v e r all   e r r o r,   a n d  it  i s   n ot  

n e c e s s a r y t o r e p o rt  b ot h i n di c e s. 

C o n cl u si o n s  a n d  R e c o m m e n d ati o n s 

S a m pl e   Si z e   a n d   E sti m ati o n   M et h o d    

W h e n t h e st r u ct u r al  e q u ati o n  m o d el i s  c o r r e ctl y s p e cifi e d  a n d t h e  o b s e r v e d  v a ri a bl e s 

a r e   m ulti v a ri at e   n o r m al,  it   c a n   b e   a n al yti c a ll y   d e ri v e d  t h at   diff e r e nt   e sti m ati o n   p r o c e-
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d u r e s,   e. g.,   M L,   W L S,   a n d   G L S,   will   p r o d u c e   e sti m at e s  t h at   c o n v e r g e  t o  t h e  s a m e   o p-

ti m u m   a n d   h a v e  si mil a r   a s y m pt oti c   p r o p e rti e s  ( B r o w n e,   1 9 8 4).   U n d e r  i d e al   c o n diti o n s  

t h e   c h oi c e   of  t h e   e sti m ati o n   m et h o d  i s  t h e r e f o r e   q uit e   a r bit r a r y.   B ut   u n d e r  t h e   m o r e  

r e ali sti c   a s s u m pti o n   of   m o d el s  t h at   a r e   m o r e   o r  l e s s   mi s s p e cifi e d   a n d   d at a  t h at   a r e   n ot  

m ulti v a ri at e   n o r m all y   di st ri b ut e d,  t h e   diff e r e nt   p r o c e d u r e s   m a y   n ot   c o n v e r g e  t o  t h e  

s a m e  o pti m u m ( Ol s s o n  et  al.,  2 0 0 0). 

If   all   v a ri a bl e s   a r e   m e a s u r e d   o n   a n  i nt e r v a l  s c al e,  if  t h e y   a r e   n o r m all y   di st ri b ut e d,  

a n d if t h e s a m pl e si z e i s s uffi ci e ntl y l a r g e,  M L s h o ul d  b e  a p pli e d.  B e c a u s e t hi s  m et h o d i s 

r el ati v el y r o b u st t o  vi ol ati o n s  of t h e  n o r m alit y  a s s u m pti o n, it  m a y  al s o  b e  u s e d f o r  m o d-

el s   wit h   v a ri a bl e s  t h at   a r e   n ot   n o r m all y   di st r i b ut e d,  gi v e n t h at t h e  d e vi ati o n f r o m  n o r-

m alit y  i s   n ot  t o o   e xt r e m e.   R o b u st   m a xi m u m  li k eli h o o d   e sti m ati o n   m a y   b e   a n   alt e r n a-

ti v e  b ut it  n e e d s r el ati v el y l a r g e s a m pl e si z e s  of  at l e a st  N  ≥   4 0 0.  

If  t h e  s a m pl e  si z e  i s  l a r g e   a n d   d at a   a re   n o n- n o r m all y   di st ri b ut e d,   W L S  ( A D F)  i s   of-

t e n  r e c o m m e n d e d.   T hi s   m et h o d   m a y   al s o   b e   c o n si d e r e d  if  s o m e   of  t h e   o b s e r v e d   v a ri-

a bl e s   a r e   o r di n al   a n d   ot h e r s   c o nti n u o u s,   o r   if   m o d el s  i n cl u di n g   di c h ot o m o u s   v a ri a bl e s  

a r e   b ei n g   a n al y z e d.   B ut  s e v e r al  si m ul ati o n  st u di e s  s u g g e st  t h at   W L S   m a y   n ot   p e rf o r m  

t o o  w ell.  

B o o m s m a  a n d  H o o gl a n d ( 2 0 0 1,  p.  1 4 8)  f o u n d t h at f o r  a s a m pl e si z e  of N  ≤   2 0 0, " A D F 

i s   a   di s a st e r   wit h   m o r e  t h a n   o n e-t hi r d   of  t h e  s ol uti o n s   b ei n g  i m p r o p e r".   F o r   n o n n o r-

m all y  di st ri b ut e d  v a ri a bl e s, r e c o m m e n d ati o n s  a r e  q uit e  di v e r g e nt.  Mi ni m u m s a m pl e si z e 

f o r  W L S  e sti m ati o n s h o ul d  b e  at l e a st 1, 0 0 0 ( H o o gl a n d  &  B o o m s m a,  1 9 9 8),  a n d  d e p e n d-

i n g  o n t h e  m o d el  a n d  d at a  a n al y z e d, i n s o m e  c a s e s  e v e n  m o r e t h a n  4, 0 0 0  o r  5, 0 0 0  c a s e s 

a r e r e q ui r e d ( B o o m s m a  &  H o o gl a n d,  2 0 0 1;  H o o gl a n d,  1 9 9 9;  H u,  B e ntl e r  &  K a n o,  1 9 9 2). 

I n   g e n e r al,  r e s ult s   b a s e d   o n  s m all  t o   m e diu m  s a m pl e  si z e s  s h o ul d   b e  i nt e r p r et e d   wit h  

c a uti o n ( B oll e n,  1 9 8 9,  p.  4 3 2).  

I n   a  si m ul ati o n  st u d y,   Ol s s o n   et   al.  ( 2 0 0 0)  g e n e r at e d   d at a  f o r   el e v e n   c o n diti o n s   of  

k u rt o si s,  t h r e e   c o n diti o n s   of   mi s s p e cifi c ati o n,   a n d  fi v e   diff e r e nt  s a m pl e  si z e s.   T h r e e   e s-

ti m ati o n   m et h o d s,   M L,   G L S,   a n d   W L S   w e r e   c o m p a r e d  i n  t e r m s   of   o v e r all  fit   a n d  t h e  

di s c r e p a n c y   b et w e e n   e sti m at e d   p a r a m et e r   v al u e s   a n d  t h e  t r u e   p a r a m et e r   v al u e s.   T h ei r  

r e s ult s s h o w t h at  W L S  u n d e r  n o  c o n diti o n  w a s  p r ef e r a bl e t o  M L  a n d  G L S. I n f a ct,  o nl y 

f o r  l a r g e  s a m pl e  si z e s   of   at  l e a st  N   =   1, 0 0 0   a n d   mil dl y   mi s s p e cifi e d   m o d el s   W L S   p r o-

vi d e d   e sti m at e s   a n d  fit  i n di c e s   cl o s e  t o  t h e   o n e s   o bt ai n e d  f o r   M L   a n d   G L S.  I n   g e n e r al,  

M L  e sti m ati o n  wit h  o r  wit h o ut  a  c o r r e cti o n  f o r  n o n- n o r m alit y ( b y  u si n g  eit h e r r o b u st χ 2  

o r  b o ot st r a p pi n g) s e e m s t o  p e rf o r m  b ett e r t h a n  W L S  a n d s h o ul d  b e  p r ef e r r e d.  W L S f o r 
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c at e g o ri c al   o ut c o m e s   a s  i m pl e m e nt e d  i n   M pl u s   m a y   n ot  r e q ui r e  t h e  s a m e  l a r g e  s a m pl e  

si z e s   a s   W L S  f o r   c o nti n u o u s,   n o n- n o r m al   d at a,   b ut  f u rt h e r  si m ul ati o n  st u di e s   a r e  

n e e d e d. 

F o r   c h o o si n g  t h e   a d e q u at e   e sti m ati o n   m et h o d,   s a m pl e  si z e  i s   a n  i m p o rt a nt   c rit e ri o n.  

S a m pl e  si z e  r e q ui r e m e nt s   d o   n ot   o nl y   d e p e n d   o n  t h e   di st ri b uti o n   of  t h e   v a ri a bl e s  ( a s  

d at a   b e c o m e   m o r e   n o n n o r m al,  l a r g e r  s a m pl e   si z e s   a r e   n e e d e d),   b ut   al s o   o n  t h e  si z e   of  

t h e  m o d el, t h e  n u m b e r  of i n di c at o r  v a ri a bl e s,  t h e  a m o u nt  of  mi s si n g  d at a, t h e r eli a bilit y 

of  t h e   v a ri a bl e s,   a n d  t h e  st r e n gt h   of  t h e  r el a ti o n s hi p s   a m o n g  t h e   v a ri a bl e s.   T h e r ef o r e  

o n e s h o ul d  n ot si m pl y t r u st t h e r ul e s  of t h u m b  gi v e n i n t h e lit e r at u r e,  n ot  e v e n t h e  o n e 

st at e d  b y  B e ntl e r ( 1 9 9 5,  p.  6)  w hi c h r e c o m m e n d s  at l e a st fi v e ti m e s t h e  n u m b e r  of f r e e 

p a r a m et e r s  i n  t h e   m o d el  ( B e ntl e r   &   C h o u,   1 9 8 7;   B e ntl e r,   1 9 9 5).  I n  r e alit y  t h e r e   d o e s  

n ot  e xi st  a r ul e  of t h u m b t h at  a p pli e s t o  all sit u ati o n s ( M ut h é n  &  M ut h é n,  2 0 0 2).  

M o st  s a m pl e  si z e  r e c o m m e n d ati o n s  r ef e r  t o   M L   e sti m ati o n.   A s  si m ul ati o n  r e s e a r c h  

h a s  s h o w n,   a  r e a s o n a bl e  s a m pl e  si z e  f o r   a   c o r r e ctl y  s p e cifi e d   m o d el   a n d   m ulti v a ri at e  

n o r m all y  di st ri b ut e d  d at a i s  a b o ut  N   =  1 5 0 ( M ut h é n  &  M ut h é n,  2 0 0 2)  o r  N   =  2 0 0 ( cf. 

H o o gl a n d  &  B o o m s m a,  1 9 9 8;  B o o m s m a  &  H o o gl a n d,  2 0 0 1).  

F o r  a  c o nfi r m at o r y f a ct o r  m o d el  wit h  n o n- n o r m all y  di st ri b ut e d  v a ri a bl e s  a n d  mi s si n g 

d at a  ( mi s si n g   c o m pl et el y   at  r a n d o m),  l a r g e r  s a m pl e s   of   a b o ut   N   =   3 0 0   m a y   b e   n e e d e d  

( M ut h é n   &   M ut h é n,   2 0 0 2).   Wit h  st r o n gl y   k u rt oti c   d at a,  t h e   mi ni m u m  s a m pl e  si z e  

s h o ul d  b e t e n ti m e s t h e  n u m b e r  of f r e e  p a r a m et e r s ( H o o gl a n d  &  B o o m s m a,  1 9 9 8).  

T h e   n u m b e r   of  i n di c at o r   v a ri a bl e s  s h o ul d   al s o   b e   c o n si d e r e d  f o r   c h o si n g   a  s uffi ci e nt  

l a r g e  s a m pl e  si z e.   M a r s h,   H a u,   B all a,  a n d   G r a y s o n  ( 1 9 9 8)   a s   w ell   a s   M a r s h   a n d   H a u  

( 1 9 9 9)  s u p p o rt   B o o m s m a’ s  ( 1 9 8 5)  r e c o m m e n d ati o n s   b y  st ati n g  t h at  f o r   c o nfi r m at o r y  

f a ct o r   a n al y s e s   wit h   6  t o   1 2  i n di c at o r  v a ri a bl e s   p e r  f a ct o r   a  s a m pl e  si z e   of   N   =   5 0  i s  

s uffi ci e nt,  w h e r e a s f o r  3 t o  4 i n di c at o r s  p e r f a ct o r  a s a m pl e si z e  of  N   =  1 0 0 i s  n e c e s s a r y. 

Wit h  t w o  i n di c at o r s   p e r  f a ct o r   o n e  s h o ul d   at  l e a st   h a v e   a  s a m pl e  si z e   of   N  ≥   4 0 0  ( cf.  

M a r s h   &   H a u,   1 9 9 9;   B o o m s m a   &   H o o gl a n d,   2 0 0 1) .   T h e r e  s e e m s  t o   b e   a   m ut u al   c o m-

p e n s at o r y  eff e ct  of s a m pl e si z e  a n d  n u m b e r  of i n di c at o r s  p e r f a ct o r:  M o r e i n di c at o r s  m a y 

c o m p e n s at e  f o r  s m all  s a m pl e  si z e,   a n d   a  l a r g e r  s a m pl e  si z e   m a y   c o m p e n s at e  f o r  f e w  i n-

di c at o r s.  

S o m e  e vi d e n c e  e xi st s t h at si m pl e  m o d el s  c o ul d  b e  m e a ni n gf ull y t e st e d  e v e n if s a m pl e 

si z e  i s   q uit e  s m all  ( cf.   H o yl e,   1 9 9 9;   H o yl e   &  K e n n y,  1 9 9 9;  M a r s h  &  H a u,  1 9 9 9).  N e v e r-

t h el e s s,  m o d el s  wit h  m o d e r at e t o s m all s a m pl e si z e s s h o ul d  o nl y  b e  a n al y z e d if  a  g r e at e r 

s a m pl e i s  n ot  a v ail a bl e  a n d if  c o n v e r g e n c e  p r o bl e m s  o r i m p r o p e r s ol uti o n s, s u c h  a s  n e g a-
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ti v e   v a ri a n c e   e sti m at e s   o r   H e y w o o d   c a s e s  ( cf.   C h e n,   B oll e n,   P a xt o n,   C u r r a n,   &   Ki r b y,  

2 0 0 1),  d o  n ot  o c c u r.  A s  a  mi ni m u m r e q ui r e m e nt f o r  p a r a m et e r  e sti m ati o n  u si n g t h e  M L 

m et h o d,  s a m pl e  si z e  s h o ul d   b e  l a r g e r  t h a n   o r   at  l e a st   e q u al  t o  t h e   n u m b e r   of   o b s e r v e d  

v a ri a bl e s ( N  ≥  p ) ( M a c C all u m,  B r o w n e,  &  S u g a w a r a,  1 9 9 6,  p.  1 4 4). 

E v al u ati o n   o f   M o d el   Fit  

T h e r e  i s   a   c o n s e n s u s  t h at   o n e  s h o ul d   a v oi d  t o  r e p o rt   all  fit  i n di c e s  t h at   h a v e   b e e n  

d e v el o p e d si n c e t h e fi r st  d a y s  of  S E M,  b ut t h e r e i s  a  c e rt ai n  di s a g r e e m e nt  o n j u st  w hi c h 

fit i n di c e s t o  c o n si d e r f o r  m o d el  e v al u ati o n.  

A s t h e χ 2  t e st i s  n ot  o nl y s e n siti v e t o s a m pl e siz e  b ut  al s o s e n siti v e t o t h e  vi ol ati o n  of 

t h e   m ulti v a ri at e   n o r m alit y   a s s u m pti o n  ( C u r r a n,   W e st,   &   Fi n c h,   1 9 9 6;   H u,   B e ntl e r,   &  

K a n o,   1 9 9 2;   W e st,   Fi n c h,   &   C u r r a n,   1 9 9 5),  it   s h o ul d   n ot  s e r v e   a s  t h e  s ol e   b a si s  f o r  

j u d gi n g   m o d el  fit.   B oll e n   a n d   L o n g  ( 1 9 9 3)   a s   w ell   a s   M u ell e r  ( 1 9 9 6)  r e c o m m e n d  t o  

e v al u at e  s e v e r al  i n di c e s  si m ult a n e o u sl y   w h i c h  r e p r e s e nt   diff e r e nt   cl a s s e s   of   g o o d n e s s- of-

fit   c rit e ri a.   T h e  f oll o wi n g   c rit e ri a  f o r m   a n   a d e q u at e  s el e cti o n   of  i n di c e s   w hi c h   a r e  f r e-

q u e ntl y   p r e s e nt e d  i n   c u r r e nt   p u bli c ati o n s:  χ 2   a n d  it s   a s s o ci at e d   p  v al u e, χ 2 / df , R M S E A  

a n d it s  a s s o ci at e d  c o nfi d e n c e i nt e r v al,  S R M R,  N N FI,   a n d C FI .  T h e fit i n di c e s R M S E A , 

N N FI   a n d   C FI   a r e  s e n siti v e  t o   m o d el   mi s s p e cifi c ati o n s   a n d   d o   n ot   d e p e n d   o n  s a m pl e  

si z e   a s  st r o n gl y   a s  χ 2  ( F a n,   T h o m p s o n,   &   W a n g,   1 9 9 9;   H u   &   B e ntl e r,   1 9 9 8;   Ri g d o n,  

1 9 9 6), t h e r ef o r e t h e y s h o ul d  al w a y s  b e  c o n si d e r e d.  H u  a n d  B e ntl e r ( 1 9 9 8) r e c o m m e n d t o 

u s e  S R M R , s u p pl e m e nt e d  b y N N FI , C FI ,  o r R M S E A   d e ri v e d f r o m  M L  a n d  G L S  e sti m a-

ti o n  ( N N FI   a n d   R M S E A   a r e  l e s s   p r ef e r a bl e   at  s m all  s a m pl e  si z e s),   a n d   S R M R , N N FI , 

a n d  C FI   d e ri v e d f r o m  W L S  e sti m ati o n.  

F o r   m o d el   c o m p a ri s o n s  ( n e st e d   m o d el s)  it  i s   n e c e s s a r y  t o  r e p o rt   a d diti o n all y  t h e  

v al u e   of  t h e  χ 2   diff e r e n c e  t e st   a n d  t h e   AI C   v al u e s   of   all   m o d el s  i n v e sti g at e d.  I n   m o st  

p u bli c ati o n s,  G FI   a n d A G FI   a r e  al s o r e p o rt e d.  H o w e v e r, t h e s e i n di c e s  d e p e n d  o n s a m pl e 

si z e  a n d t e n d t o  u n d e r e sti m at e t h e fit  of  c o m pl e x  m o d el s ( St ei g e r,  1 9 8 9).  

Ot h e r t hi n g s  b ei n g  e q u al,  a  m o d el  wit h f e w e r i n di c at o r s  p e r f a ct o r  m a y  h a v e  a  hi g h e r 

fit  t h a n   a   m o d el   wit h   m o r e  i n di c at o r s   p e r  f a ct o r,   b e c a u s e   m o r e  i n di c at o r s   p e r  f a ct o r  

p r o vi d e   a   m o r e   p o w e rf ul,   p r e ci s e  t e st  t h a n   a   c o m p a r a bl e   m o d el   wit h  f e w e r  i n di c at o r s  

( M a c C all u m   et   al.,   1 9 9 6).   Fit   c o effi ci e n t s   w hi c h  r e w a r d   p a r si m o n y,   e. g.,   R M S E A , AI C , 

P G FI ,   a n d  P N FI ,   a r e   o n e   w a y  t o   a dj u st  f o r  t hi s  t en d e n c y.  F o r  c h o o si n g  b et w e e n  alt e r-

n ati v e   m o d el s,   p a r si m o n y  i n di c e s   m a y   p r o vi d e  i m p o rt a nt  i nf o r m ati o n   a n d  s h o ul d   b e  

r e p o rt e d. 
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A s   w e   h a v e   d e m o n st r at e d   b y   di s c u s si n g   di ff e r e nt   g o o d n e s s- of-fit  i n di c e s,  it  i s   q uit e  

diffi c ult t o  d e ci d e  o n  d at a- m o d el fit  o r  mi sfi t,  e s p e ci all y if  v a ri o u s  m e a s u r e s  of  m o d el fit 

p oi nt  t o   c o nfli cti n g   c o n cl u si o n s   a b o ut  t h e   e xt e nt  t o   w hi c h  t h e   m o d el   a ct u all y   m at c h e s  

t h e   o b s e r v e d   d at a.   Alt h o u g h  t h e r e   a r e   n o   w e ll- e st a bli s h e d   g ui d eli n e s  f o r   w h at   mi ni m al  

c o n diti o n s   c o n stit ut e   a n   a d e q u at e  fit,  s o m e   r ul e s   of  t h u m b   e xi st.   T a bl e   1   p r o vi d e s   a n  

o v e r vi e w  o v e r s o m e r ul e  of t h u m b  c rit e ri a f o r  g o o d n e s s- of-fit i n di c e s.  

T a bl e  1 

R e c o m m e n d ati o ns f or  M o d el  E v al u ati o n:  S o m e  R ul es  of  T h u m b  

Fit  M e a s u r e G o o d  Fit A c c e pt a bl e  Fit 

χ 2   0  ≤  χ 2  ≤   2df  2df   < χ 2  ≤   3df  

p  v al u e  . 0 5  < p  ≤   1. 0 0 . 0 1 ≤  p  ≤  . 0 5 

χ 2 / df 0 ≤  χ 2 / df  ≤   2 2  < χ 2 / df  ≤   3 

R M S E A  0 ≤  R M S E A  ≤  . 0 5   . 0 5  < R M S E A  ≤  . 0 8 

p   v al u e f o r t e st  of  cl o s e fit 
(R M S E A   < . 0 5) . 1 0  < p  ≤   1. 0 0 . 0 5 ≤  p  ≤  . 1 0 

C o nfi d e n c e i nt e r v al ( CI  ) 
cl o s e t o  R M S E A , 

l eft  b o u n d a r y  of  CI  = . 0 0 cl o s e t o  R M S E A  

S R M R 0 ≤  S R M R  ≤  . 0 5   . 0 5  < S R M R  ≤  . 1 0 

N FI  . 9 5 ≤  N FI  ≤   1. 0 0a  . 9 0  ≤  N FI   < . 9 5 

N N FI  . 9 7  ≤  N N FI  ≤   1. 0 0b  . 9 5  ≤  N N FI   < . 9 7c 

C FI . 9 7 ≤  C FI  ≤   1. 0 0   . 9 5 ≤  C FI   < . 9 7c 

G FI . 9 5 ≤  G FI  ≤   1. 0 0 . 9 0 ≤  G FI   < . 9 5 

A G FI 
. 9 0 ≤  A G FI  ≤   1. 0 0, 

cl o s e t o  G FI  
. 8 5 ≤   A G FI   <. 9 0, 

cl o s e t o  G FI  
AI C  s m all e r t h a n  AI C  f o r  c o m p a ri s o n  m o d el 
C AI C s m all e r t h a n  C AI C  f o r  c o m p a ri s o n  m o d el 
E C VI s m all e r t h a n  E C VI  f o r  c o m p a ri s o n  m o d el 

N ot e . A G FI   =  A dj u st e d  G o o d n e s s- of- Fit-I n d e x, AI C   =  A k ai k e I nf o r m ati o n  C rit eri o n, C AI C   =  C o n si st e nt 

AI C , C FI   =   C o m p a r ati v e   Fit  I n d e x,   E C VI   =   E x p e ct e d   Cr o s s   V ali d ati o n  I n d e x,   G FI   =   G o o d n e s s- of- Fit  

I n d e x,  N FI   =  N or m e d  Fit I n d e x, N N FI   =  N o n n or m e d  Fit I n d e x, R M S E A   =  R o ot  M e a n  S q u a r e  E rr o r  of 

A p p r o xi m ati o n,  S R M R   =  St a n d a r di z e d  R o ot  M e a n  S q u a r e  R e si d u al. 

a
N FI   m a y   n ot  r e a c h   1. 0   e v e n  if  t h e  s p e cifi e d   m o d el  i s   c orr e ct,   e s p e ci all y  i n   s m all er  s a m pl e s  ( B e ntl er,  

1 9 9 0). 
b
A s  N N FI  i s  n ot  n o r m e d,  v al u e s  c a n s o m eti m e s  b e  o ut si d e t h e  0- 1 r a n g e. 

c
N N FI   a n d C FI   v al u e s  of 

. 9 7 s e e m t o  b e  m o r e r e alisti c t h a n t h e  oft e n r e p o rt e d  c ut off  c rit e ri o n  of . 9 5 f o r  a  g o o d  m o d el fit. 

 

It  s h o ul d   b e   cl e a r  t h at  t h e s e  r ul e   of  t h u m b   c ut off   c rit e ri a   a r e   q uit e   a r bit r a r y   a n d  

s h o ul d  n ot  b e t a k e n t o o s e ri o u sl y.  Fit i n di c e s  m a y  b e  aff e ct e d  b y  m o d el  mi s s p e cifi c ati o n, 
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s m all- s a m pl e   bi a s,   eff e ct s   of   vi ol ati o n   of   n o r m alit y   a n d  i n d e p e n d e n c e,   a n d   e sti m ati o n-

m et h o d   eff e ct s  ( H u   &   B e ntl e r,   1 9 9 8).   T h e r ef o r e   it  i s   al w a y s   p o s si bl e  t h at   a   m o d el   m a y  

fit t h e  d at a  alt h o u g h  o n e  o r  m o r e fit  m e a s u r e s  m a y s u g g e st  b a d fit.  

E x a m pl e s 

D at a   G e n e r ati o n  

I n  t h e  f oll o wi n g,   w e   will   e v al u at e  t h e  fit   of  f o u r   alt e r n ati v e   m o d el s   a s   e x a m pl e s   of  

p o o r   m o d el  fit,   a d e q u at e  fit,   a n d   g o o d  fit.   U si n g  t h e   E Q S   p r o g r a m  ( B e ntl e r,   1 9 9 5),   w e  

g e n e r at e d  d at a f o r  N   =  2 0 0  c a s e s  a c c o r di n g t o t h e "t r u e"  m o d el  d e pi ct e d i n  Fi g u r e  1. I n 

t hi s   p o p ul ati o n   m o d el,  t w o  l at e nt   p r e di ct o r   v a ri a bl e s   a n d  t w o  l at e nt   c rit e ri o n   v a ri a bl e s  

a r e   e a c h   m e a s u r e d   b y  t w o  i n di c at o r   v a ri a bl e s,   a n d   e a c h   p r e di ct o r   v a ri a bl e  i nfl u e n c e s  

b ot h   c rit e ri o n   v a ri a bl e s.   W e   g e n e r at e d   d at a  f o r  t h e   ei g ht   X -   a n d  Y - v a ri a bl e s   of  t h e  

m o d el  a n d  c o m p ut e d t h e s a m pl e  c o v a ri a n c e  m at ri x,  w hi c h i s  gi v e n i n  T a bl e  2. 
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Fi g u r e  1.   P o p ul ati o n  m o d el  wit h  k n o w n  p a r a m et e r  v al u e s  u s e d f o r  d at a  g e n e r ati o n.  

S p e ci fi c ati o n s   o f   M o d el s   A,   B,   C,   a n d   D  

A c c o r di n g  t o   H u   &   B e ntl e r  ( 1 9 9 8),  t h e r e   a r e  f o u r   m aj o r   p r o bl e m s  i n v ol v e d  i n   u si n g  

fit i n di c e s f o r  e v al u ati n g  g o o d n e s s  of fit: s e n siti vit y  of  a fit i n d e x t o  m o d el  mi s s p e cifi c a-

ti o n,  s m all- s a m pl e   bi a s,   e sti m ati o n- m et h o d   eff e ct,   a n d   eff e ct s   of   vi ol ati o n   of   n o r m alit y  

a n d  i n d e p e n d e n c e.  I n   o u r   p r e s e nt   e x a m pl e s,   w e   will   o nl y   d e m o n st r at e  t h e   p r o bl e m   of  

m o d el  mi s s p e cifi c ati o n.  
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T a bl e  2 

E m piri c al  C o v ari a n c e  M atri x ( N  =  2 0 0) 

  Y1   Y2   Y3   Y4   X1   X2   X3   X4  

Y 1   1. 4 2 9                

Y 2   1. 0 6 9  1. 3 6 9              

Y 3   0. 5 1 6  0. 5 3 6  1. 6 8 1            

Y 4   0. 4 3 6   0. 4 2 5   1. 3 2 1   1. 6 2 1                  

X 1   0. 3 8 4   0. 4 8 5   0. 1 9 2   0. 1 8 3   1. 0 2 1              

X 2   0. 4 9 4   0. 4 2 4   0. 1 8 1   0. 1 9 1   0. 6 4 0   0. 9 4 0          

X 3   0. 0 2 1   0. 0 4 5  - 0. 3 5 0  - 0. 3 5 2  0. 3 2 5   0. 3 1 9   1. 0 3 2      

X 4   0. 0 3 5   0. 0 1 3  - 0. 3 4 7  - 0. 3 4 8  0. 3 2 4   0. 3 2 0   0. 6 4 2   0. 9 4 1  
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Fi g u r e   2.   P at h   di a g r a m  f o r   h y p ot h e si z e d   m o d el s.   F o u r   m o d el s   w e r e   a n al y z e d,  t w o   mi s-

s p e cifi e d   m o d el s   a n d  t w o   c o r r e ctl y  s p e cifi e d   m o d el s.  I n  t h e   mi s s p e cifi e d   m o d el s,   p at h  

c o effi ci e nt s γ 1 2   a n d  γ 2 2  ( M o d el   A)   o r  γ 1 2  ( M o d el   B)   w e r e  fi x e d  t o   z e r o  (i n di c at e d   b y   

d a s h e d  li n e s).  I n  t h e   c o r r e ctl y  s p e cifi e d   m o d el s,   all   p a r a m et e r s   w e r e   e sti m at e d  f r e el y  

( M o d el  C)  o r  a d diti o n all y,  all f a ct o r l o a di n g s  p e rt ai ni n g t o  a l at e nt  c o n st r u ct  w e r e  c o n-

st r ai n e d t o  b e  e q u al ( M o d el  D).  
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F o u r   m o d el s   w e r e  s p e cifi e d   a n d   a n al y z e d,   t w o   mi s s p e cifi e d   m o d el s   a n d  t w o   c o r r e ctl y  

s p e cifi e d   m o d el s  ( cf.   Fi g u r e   2).   T h e  fi r st   mi s s p e cifi e d   m o d el  ( M o d el   A)  i s  s e v e r el y   mi s-

s p e cifi e d   wit h   p at h   c o effi ci e nt s  γ 1 2   a n d  γ 2 2  fi x e d  t o   z e r o   a s  i n di c at e d   b y   d a s h e d  li n e s  i n  

Fi g u r e   2.  I n  t h e  s e c o n d   mi s s p e cifi e d   m o d el  ( M o d el   B)   o nl y  γ 1 2   w a s  fi x e d  t o   z e r o.  I n  t h e  

fi r st  c o r r e ctl y s p e cifi e d  m o d el ( M o d el  C), all  p a r a m et e r s  w e r e  e sti m at e d f r e el y.  Wit h t h e 

s e c o n d   c o r r e ctl y  s p e cifi e d   m o d el  ( M o d el   D),   w e   will   d e m o n st r at e  t h e   eff e ct s   of   p a r si-

m o n y.  I n  t hi s   m o d el,   all  f a ct o r  l o a di n g s   p e rt ai ni n g  t o   a  l at e nt   c o n st r u ct   w e r e   c o n-

st r ai n e d t o  b e  e q u al, i. e.,  all f a ct o r l o a di n g s  w e r e fi x e d t o  o n e. 

M o d el   E v al u ati o n   P r o c e d u r e  

G e n e r all y, t h e fi r st  g a u g e  of  m o d el- d at a fit s h o ul d  b e t h e i n s p e cti o n  of t h e fit i n di c e s. 

If  t h e r e  i s  s o m e  i n di c ati o n   of   mi sfit,  t h e  s e c o n d   g a u g e  s h o ul d   b e  t h e  i n s p e cti o n   of  t h e  

r e si d u al  m at ri x.  A s t h e fitt e d r e si d u al s, i. e.,  di s c r e p a n ci e s  b et w e e n t h e  c o v a ri a n c e  m at ri-

c e s  S   a n d  )ˆ(θΣ ,   a r e   diffi c ult  t o  i nt e r p r et  if  t h e   m a nif e st   v a ri a bl e s   h a v e   diff e r e nt   v a ri-

a n c e s ( o r s c al e  u nit s),  a  m o r e  g e n e r al r e c o m m e n d ati o n i s t o i n s p e ct st a n d a r di z e d r e si d u-

al s.   St a n d a r di z e d  r e si d u al s   p r o vi d e d   b y  t h e   LI S R E L   p r o g r a m  ( s e e   a b o v e,  s e cti o n   o n  

R M R   a n d   S R M R )  t h at   a r e   g r e at e r  t h a n   a n   a b s ol ut e   v al u e   of   1. 9 6  (  p   <  . 0 5)   o r   2. 5 8   

(  p   <  . 0 1)   c a n   b e   u s ef ul  f o r   d et e cti n g  t h e   c a u s e   of   m o d el   mi sfit.   T h e  l a r g e st   a b s ol ut e  

v al u e  i n di c at e s  t h e   el e m e nt  t h at  i s   m o st   p o o rl y  fit   b y  t h e   m o d el.   A   g o o d   m o d el  s h o ul d  

h a v e   a   hi g h   n u m b e r   of  st a n d a r di z e d  r e si d u al s   cl o s e  t o   z e r o,  i m pl yi n g   hi g h   c o r r e s p o n-

d e n c e  b et w e e n  el e m e nt s  of t h e  e m pi ri c al  a n d t h e  m o d el-i m pli e d  c o v a ri a n c e  m at ri x.  

T h e  t hi r d   g a u g e  s h o ul d   b e  t h e  i n s p e cti o n   of  t h e   m o difi c ati o n  i n di c e s   p r o vi d e d   b y  

LI S R E L  ( o r  t h e   L a g r a n g e   m ulti pli e r  t e st   p r o vi d e d   b y   E Q S).   T h e s e  i n di c e s   p r o vi d e   a n  

e sti m at e   of  t h e   c h a n g e  i n  t h e  χ 2   v al u e  t h at  r e s ult s  f r o m  r el a xi n g   m o d el  r e st ri cti o n s   b y  

f r e ei n g   p a r a m et e r s  t h at   w e r e  fi x e d  i n  t h e  i niti al  s p e cifi c ati o n.   E a c h   m o difi c ati o n  i n d e x  

p o s s e s s e s   a  χ 2   di st ri b uti o n   wit h   df   =   1   a n d   m e a s u r e s  t h e   e x p e ct e d   d e c r e a s e  i n  t h e  χ 2  

v al u e   w h e n  t h e   p a r a m et e r  i n   q u e sti o n  i s   f r e e d   a n d  t h e   m o d el  r e e sti m at e d.   T h u s,  t h e  

m o difi c ati o n  i n d e x  i s   a p p r o xi m at el y   e q u al  t o  t h e  χ 2   diff e r e n c e   of  t w o   n e st e d   m o d el s  i n  

w hi c h  t h e  r e s p e cti v e   p a r a m et e r  i s  fi x e d   o r   c o n st r ai n e d  i n   o n e   m o d el   a n d  s et  f r e e  i n  t h e  

ot h e r.   T h e  l a r g e st   m o difi c ati o n  i n d e x   b el o n g s  t o  t h e   p a r a m et e r  t h at  i m p r o v e s  t h e  fit  

m o st  w h e n s et f r e e.  A  g o o d  m o d el s h o ul d  h a v e  m o difi c ati o n i n di c e s  cl o s e t o  o n e,  b e c a u s e 

E ( χ 2 )  = df .  

If  t h e  fit  i n di c e s  s u g g e st   a   b a d   m o d el- d at a  fit,  if   o n e   o r   m o r e  st a n d a r di z e d  r e si d u al s  

a r e  m o r e  e xt r e m e t h a n ±  1. 9 6 (  p   < . 0 5)  o r ±  2. 5 8 (  p   < . 0 1),  a n d if  at l e a st  o n e  m o difi c a-

ti o n  i n d e x  i s  l a r g e r  t h a n   3. 8 4  (  p   <  . 0 5)   o r   6. 6 3  (  p   <  . 0 1),  t h e n   o n e   m a y   c o n si d e r  t o   
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T a bl e  3 

G o o d n e s s- of- Fit I n di c e s f o r  Mi s s p e cifi e d  a n d  C o r r e ctl y  S p e cifi e d  M o d el s  B a s e d  o n  a n 

A rtifi ci al  D at a  S et  of  N  =  2 0 0  

 Mi s s p e cifi e d  m o d el s    C orr e ctl y s p e cifi e d  m o d el s 

 M o d el  A    M o d el  B    M o d el  C    M o d el  D 

Fit I n d e x  
T w o   p at h s 

fi x e d t o  z er o 
O n e p at h fi x e d 

t o  z er o 
All  p ar a m et er s 
e sti m at e d fr e el y 

All f a ct or l o a d-
i n g s fi x e d t o  1 

χ 2 (df  ) 5 4. 3 4 0 ( 1 6)   2 7. 4 8 0 ( 1 5)   1 7. 1 0 9 ( 1 4)   1 7. 7 1 5 ( 1 8) 

p   v al u e  . 0 0 0   . 0 2 5   . 2 5 0  . 4 7 5 

χ 2 / df   3. 3 9 6  1. 8 3 2  1. 2 2 2  0. 9 8 4  

R M S E A . 1 1 0  . 0 6 5   . 0 3 3    . 0 0 0  

p   v al u e f or t e st  of  cl o s e fit 
(R M S E A   < . 0 5) 

. 0 0 1  . 2 3 8   . 6 6 8    . 8 7 1  

9 0 %  CI . 0 7 9 ; . 1 4 2   . 0 2 3 ; . 1 0 2   . 0 0 0 ; . 0 8 0   . 0 0 0 ; . 0 6 2 

S R M R . 1 2 0  . 0 5 8   . 0 1 6    . 0 1 8  

N FI . 9 2 2  . 9 6 3   . 9 7 7    . 9 7 7  

N N FI . 8 9 6  . 9 6 6   . 9 9 1   1. 0 0 0  

C FI . 9 4 1  . 9 8 2   . 9 9 5   1. 0 0 0  

G FI . 9 3 6  . 9 6 7   . 9 7 9    . 9 7 8  

A G FI . 8 5 6  . 9 2 0   . 9 4 6    . 9 5 6  

P G FI . 4 1 6  . 4 0 3   . 3 8 1    . 4 8 9  

P N FI . 5 2 7  . 5 1 6   . 4 8 9    . 6 2 8  

M o d el  AI C   9 4. 3 4 0  6 9. 4 8 0  6 1. 1 0 9  5 3. 7 1 5  

S at ur at e d  AI C  
a   7 2. 0 0 0   7 2. 0 0 0   7 2. 0 0 0    7 2. 0 0 0  

M o d el  C AI C   1 8 0. 3 0 6  1 5 9. 7 4 4  1 5 5. 6 7 2  1 3 1. 0 8 5  

S at ur at e d  C AI C   a  2 2 6. 7 3 9    2 2 6. 7 3 9    2 2 6. 7 3 9    2 2 6. 7 3 9  

M o d el  E C VI . 4 7 4  . 3 4 9   . 3 0 7    . 2 7 1  

9 0 %  CI  . 3 8 0 ; . 6 0 6   . 2 9 4 ; . 4 4 3   . 2 9 1 ; . 3 8 1   . 2 7 1 ; . 3 4 1 

S at ur at e d  E C VI   a . 3 6 2    . 3 6 2    . 3 6 2    . 3 6 2  

N ot e . A G FI   =  A dj u st e d  G o o d n e s s- of- Fit-I n d e x, AI C   =  A k ai k e I nf o r m ati o n  C rit eri o n, C AI C   =  C o n si st e nt 

AI C , C FI   =   C o m p a r ati v e   Fit  I n d e x,   E C VI   =   E x p e ct e d   Cr o s s   V ali d ati o n  I n d e x,   G FI   =   G o o d n e s s- of- Fit  

I n d e x,  N FI   =   N or m e d   Fit  I n d e x,   N N FI   =   N o n n or m e d   Fit  I n d e x,   P G FI   =   P a rsi m o n y   G o o d n e s s- of- Fit  

I n d e x,  P N FI   =   P a r si m o n y   N o r m e d   Fit  I n d e x,   R M S E A   =   R o ot   M e a n   S q u a r e   E rr o r   of   A p p r o xi m ati o n,  

S R M R   =  St a n d a r di z e d  R o ot  M e a n  S q u a r e  R e si d u al. 

a
S at u r at e d  AI C , C AI C ,   a n d  E C VI  s er v e   a s   p o s si bl e   c o m p ar at i v e   v al u e s  f or  t h e   m o d el  AI C , C AI C ,   a n d  

E C VI , r e s p e cti v el y. 
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m o dif y  t h e   m o d el   b y  f r e ei n g   a  fi x e d   p a r a m et e r.   B ut  t hi s   p r a cti c e  i s   c o nt r o v e r si al,   a s  it  

i m pli e s   c h a n gi n g  t h e   m o d el   o nl y  i n   o r d e r  t o  i m p r o v e  fit.  It   w o ul d   b e   b ett e r  t o   h a v e   a  

s u b st a nti v e  t h e o r y   o n   w hi c h  t o   b a s e   m o difi c a ti o n s,   a s   m o difi c ati o n s   d e v oi d   of   a  t h e o-

r eti c al  b a si s  a r e ill  a d vi s e d ( Fi el d,  2 0 0 0).  

I n   o u r   e x a m pl e s,   w e   will   a s s u m e  t o   h a v e   a  t h e o r eti c al   b a si s  f o r   m o d el   m o difi c ati o n s  

a c c o r di n g  t o  t h e   m o d el   d e pi ct e d  i n   Fi g u r e   1.   W e   will   m o dif y   o u r  i niti al   m o d el  ( M o d el  

A)  t h r e e  ti m e s   a n d   a n al y z e  t h e   c o v a ri a n c e   m at ri x   gi v e n  i n   T a bl e   2  r e p e at e dl y.   T h e  

g o o d n e s s- of-fit i n di c e s t a k e n f r o m t h e  LI S R E L  o ut p ut s  p e rt ai ni n g t o t h e f o u r  m o d el s  a r e 

li st e d i n  T a bl e  3.  

Alt h o u g h  T a bl e  3 li st s  all fit  m e a s u r e s  di s c u s s e d  i n t hi s  a rti cl e,  n ot  all  of t h e s e  m e a s-

u r e s   a r e   n e c e s s a r y  f o r   e v al u ati n g  t h e  fit   of  t h e   m o d el s.  It  i s   q uit e  s uffi ci e nt  t o   a s s e s s  χ 2  

a n d it s  a s s o ci at e d  p - v al u e, χ 2 / df , R M S E A   a n d it s  a s s o ci at e d  c o nfi d e n c e i nt e r v al, S R M R , 

N N FI,   a n d C FI .  F o r  m o d el  c o m p a ri s o n s it i s r e c o m m e n d e d t o  a s s e s s  a d diti o n all y t h e χ 2  

diff e r e n c e t e st s ( n e st e d  m o d el s  o nl y)  a n d t h e  AI C   v al u e s  of  all  m o d el s i n v e sti g at e d. 

M o d el   A   ( S e v e r el y   Mi s s p e ci fi e d   M o d el )    

A n i n s p e cti o n  of t h e fit i n di c e s f o r  M o d el  A ( T a bl e  3) s u g g e st s t o r ej e ct t h e  m o d el,  a s 

χ 2 / df   >   3,   R M S E A   >  . 0 8,   p - v al u e  f o r  t e st   of   cl o s e  fit  (R M S E A   <  . 0 5)  i s   al m o st   z e r o,  

l o w e r  b o u n d a r y  of t h e  c o nfi d e n c e i nt e r v al  d o e s  n ot i n cl u d e  z e r o, S R M R   > . 1 0, N N FI   < 

. 9 5,   a n d  C FI   <  . 9 5.   O nl y   N FI   >  . 9 0   a n d   G FI   >  . 9 0   a r e  i n di c ati v e   of   a n   a c c e pt a bl e  

m o d el fit.  

A n i n s p e cti o n  of t h e st a n d a r di z e d r e si d u al s i n  T a bl e  4 r e v e al s  1 1 si g nifi c a nt r e si d u al s. 

B e c a u s e  of t h e  mi s s p e cifi c ati o n s i n  M o d el  A, r el ati o n s  of  Y 1   a n d Y 2   wit h X 3   a n d X 4   a r e 

o v e r e sti m at e d   b y  t h e   m o d el  ( r e si d u al s   a r e   n e g at i v e   w hil e  t h e  r e s p e cti v e  s a m pl e   c o v a ri-

a n c e s   a r e   p o siti v e,   cf.   T a bl e   2),   w h e r e a s  r el ati o n s   of   Y 3   a n d   Y 4   wit h   X 3   a n d   X 4   a r e   u n-

d e r e sti m at e d ( r e si d u al s  a r e  n e g ati v e  w hil e t h e r e s p e cti v e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e s  a r e  n e g a-

ti v e).  

A n  i n s p e cti o n   of  t h e   m o difi c ati o n  i n di c e s  ( A p p e n di x   B 1)  r e v e al s  t h at  t h e  l a r g e st  

m o difi c ati o n i n d e x  of  2 4. 8 7 3  p e rt ai n s t o  p a r a m et e r γ 2 2 .  T hi s s u g g e st s t h at t h e  m o st s u b-

st a nti v e   c h a n g e  i n  t h e   m o d el  i n  t e r m s   of  i m p r o v e m e nt   of  fit   w o ul d   a ri s e  f r o m  r el a xi n g  

t h e  c o n st r ai nt  o n t h e r e s p e cti v e st r u ct u r al  c o effi ci e nt,  w hi c h  w o ul d r e s ult i n  a n  u n st a n-

d a r di z e d γ 2 2   e sti m at e  of  a b o ut − . 7 1 5  a c c o r di n g t o t h e  LI S R E L  o ut p ut.  W e f oll o w e d t hi s 

s u g g e sti o n  a n d s et γ 2 2  f r e e. 
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T a bl e  4 

St a n d ar diz e d  R esi d u als  of  M o d el  A ( S e v er el y  Miss p e cifi e d  M o d el)  

  Y 1   Y2   Y3   Y4   X1   X2   X3   X4  

Y 1   --                 

Y 2   --  --                

Y 3   - 0. 2 5 6  0. 2 3 7  --              

Y 4   0. 3 7 9  - 0. 1 1 1  --  --            

X 1  - 1. 0 5 6 2. 0 7 9 1. 2 1 6  1. 1 6 8  --          

X 2  2. 4 0 8 - 0. 5 8 7   1. 2 6 8   1. 4 2 5  - 2. 7 2 7 --      

X 3  - 2. 6 2 0  - 2. 3 9 0  - 4. 9 5 3  - 4. 7 5 2  0. 8 7 1   0. 4 8 1    --      

X 4  - 2. 5 4 0  - 3. 0 2 6  - 5. 1 9 4  - 4. 9 5 5  0. 9 4 4   0. 6 4 2    --    --  

N ot e .  Si g nifi c a nt  v al u e s  a r e i n  b ol df a c e. 

 

A n i n s p e cti o n  of t h e st a n d a r di z e d r e si d u al s i n  T a bl e  4 r e v e al s  1 1 si g nifi c a nt r e si d u al s. 

B e c a u s e  of t h e  mi s s p e cifi c ati o n s i n  M o d el  A, r el ati o n s  of  Y 1   a n d Y 2   wit h X 3   a n d X 4   a r e 

o v e r e sti m at e d   b y  t h e   m o d el  ( r e si d u al s   a r e   n e g at i v e   w hil e  t h e  r e s p e cti v e  s a m pl e   c o v a ri-

a n c e s   a r e   p o siti v e,   cf.   T a bl e   2),   w h e r e a s  r el ati o n s   of   Y 3   a n d   Y 4   wit h   X 3   a n d   X 4   a r e   u n-

d e r e sti m at e d ( r e si d u al s  a r e  n e g ati v e  w hil e t h e r e s p e cti v e  e m pi ri c al  c o v a ri a n c e s  a r e  n e g a-

ti v e).  

A n  i n s p e cti o n   of  t h e   m o difi c ati o n  i n di c e s  ( A p p e n di x   B 1)  r e v e al s  t h at  t h e  l a r g e st  

m o difi c ati o n i n d e x  of  2 4. 8 7 3  p e rt ai n s t o  p a r a m et e r γ 2 2 .  T hi s s u g g e st s t h at t h e  m o st s u b-

st a nti v e   c h a n g e  i n  t h e   m o d el  i n  t e r m s   of  i m p r o v e m e nt   of  fit   w o ul d   a ri s e  f r o m  r el a xi n g  

t h e  c o n st r ai nt  o n t h e r e s p e cti v e st r u ct u r al  c o effi ci e nt,  w hi c h  w o ul d r e s ult i n  a n  u n st a n-

d a r di z e d γ 2 2   e sti m at e  of  a b o ut − . 7 1 5  a c c o r di n g t o t h e  LI S R E L  o ut p ut.  W e f oll o w e d t hi s 

s u g g e sti o n  a n d s et γ 2 2  f r e e. 

M o d el   B   ( Mi s s p e ci fi e d   M o d el )  

T h e fit i n di c e s f o r  M o d el  B  p oi nt t o  c o nfli cti n g  c o n cl u si o n s  a b o ut t h e  e xt e nt t o  w hi c h 

t hi s   m o d el   a ct u all y   m at c h e s  t h e   o b s e r v e d   d at a.   All  fit  i n di c e s  −   wit h  t h e   e x c e pti o n   of  

t h e   p a r si m o n y  i n di c e s   P N FI   a n d   P G FI  −   a r e  i m p r o v e d   c o m p a r e d  t o   M o d el   A,   a n d  t h e  

m o d el   m o difi c ati o n  r e s ult e d  i n   a  si g nifi c a nt  χ 2   diff e r e n c e  t e st  ( 5 4. 3 4  −   2 7. 4 8   =   2 6. 8 6,  
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df   =  1,  p   < . 0 1).  F u rt h e r m o r e,  m o d el  AI C ,   m o d el  C AI C ,   a n d   m o d el  E C VI   a r e  s m all e r  

f o r  M o d el  B t h a n f o r  M o d el  A. In di c ati o n s  of  a  g o o d  m o d el fit  a r e χ 2 / df   <  2, N FI   > . 9 5, 

G FI   > . 9 5,  a n d C FI   > . 9 7,  w h e r e a s  ot h e r  d e s c ri pti v e  g o o d n e s s- of-fit i n di c e s s u g g e st  o nl y 

a n   a c c e pt a bl e  fit  ( R M S E A   >  . 0 5,   S R M R   >  . 0 5,   N N FI   <  . 9 7).   M o r e o v e r,  t h e  l o w e r  

b o u n d a r y  of t h e  R M S E A   c o nfi d e n c e i nt e r v al still  d o e s  n ot i n cl u d e  z e r o.  

A n  i n s p e cti o n   of  t h e  st a n d a r di z e d  r e si d u al s  f o r   M o d el   B  ( T a bl e   5)  r e v e al s  t h at  r el a-

ti o n s   of  Y 1   a n d   Y 2   wit h   X 3   a n d   X 4   a r e  still   o v e r e sti m at e d   b y  t h e   m o d el  ( n ot e  t h at  t h e  

e m pi ri c al   c o v a ri a n c e s   a r e   p o siti v e),   b ut  t h at  t h e  l a r g e st  st a n d a r di z e d  r e si d u al s  s h o w   a n  

u n d e r e sti m ati o n  of t h e r el ati o n  b et w e e n  Y 3   a n d Y 4   a n d  a n  o v e r e sti m ati o n  of t h e r el ati o n 

b et w e e n  X 1   a n d X 2 .  

A n i n s p e cti o n  of t h e  m o difi c ati o n i n di c e s ( A p p e n di x  B 2) s h o w s t h at t w o  m o difi c ati o n 

i n di c e s   a r e   e q u all y  l a r g e  ( 1 0. 5 3 3)  su g g e sti n g  t o   eit h e r  f r e e   p a r a m et e r  γ 1 2  ( wit h   a n   e x-

p e ct e d   u n st a n d a r di z e d   e sti m at e   of   a b o ut   –. 3 8 9),   o r  t o  f r e e  β 1 2  ( wit h   a n   e x p e ct e d   u n-

st a n d a r di z e d  e sti m at e  of  a b o ut . 4 8 8).    A s  b ot h  m o difi c ati o n i n dic e s  a r e  of t h e s a m e si z e, 

t h e   d e ci si o n   w hi c h   c o n st r ai nt  t o  r el a x   c a n   o nl y   b e   m a d e   o n   a  t h e o r eti c al   b a si s.  I n   o u r  

e x a m pl e,  w e r el a x e d t h e  c o n st r ai nt  o n  p a r a m et e r γ 2 1 . 

T a bl e  5  

St a n d ar diz e d  R esi d u als  of  M o d el  B ( Miss p e cifi e d  M o d el)  

  Y1   Y2   Y3   Y4   X1   X2   X3   X4  

Y 1   --                 

Y 2   --  --                

Y 3  2. 3 2 9   2. 9 2 3   3. 2 4 5           

Y 4  1. 1 8 1   1. 0 0 5  3. 2 4 5   3. 2 4 5         

X 1  - 1. 2 0 4 1. 9 9 7 - 0. 0 6 9  0. 0 3 3  --          

X 2  2. 4 6 5 - 0. 4 7 8  - 0. 5 3 3   0. 1 3 9  - 3. 2 4 6 --      

X 3  - 2. 5 6 9  - 2. 3 1 5  - 0. 9 2 0  - 1. 3 4 4  0. 7 0 8   0. 4 2 3    --      

X 4  - 2. 4 8 0  - 2. 9 2 7  - 1. 0 7 5  - 1. 4 9 3  0. 8 5 9   0. 6 5 2    --    --  

N ot e .  Si g nifi c a nt  v al u e s  a r e i n  b ol df a c e. 
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M o d el   C   ( C o r r e ctl y   S p e ci fi e d   M o d el )  

Aft e r  t h e  s e c o n d   m o d el   m o difi c ati o n   wit h   p a r a m et e r  γ 2 1   n o w  s et  f r e e,  t h e  fit   of  

M o d el   C  ( c o r r e ctl y  s p e cifi e d   m o d el)  i m p r o v e d  s u b st a nti all y   wit h   a  si g nifi c a nt   d r o p  i n  

t h e χ 2   v al u e  ( 2 7. 4 8 0  −   1 7. 1 0 9   =   1 0. 3 7 1,   df   =  1,  p   <  . 0 1)   a n d  s m all e r   AI C , C AI C ,   a n d  

E C VI   v al u e s f o r  M o d el  C  c o m p a r e d t o  M o d e l  B.  T h e  d e s c ri pti v e  g o o d n e s s- of-fit i n di c e s 

p oi nt  t o   a   g o o d   m o d el  fit   wit h  χ 2 / df   <   2,   R M S E A   <  . 0 5  (l o w e r   b o u n d a r y   of  t h e  

R M S E A   c o nfi d e n c e  i nt e r v al   c o nt ai n s   z e r o),   N N FI   a n d   C FI   >  . 9 7,   N FI   a n d   G FI   >  . 9 5,  

A G FI   > . 9 0,  a n d S R M R  < . 0 5.  T h e  o nl y  e x c e pti o n s  a r e  a g ai n t h e  p a r si m o n y fit i n di c e s 

P N FI   a n d   P G FI   wit h  s m all e r   v al u e s  f o r   M o d el   C  t h a n  f o r   M o d el   B.   T h e  st a n d a r di z e d  

r e si d u al s ( T a bl e  6) f o r  M o d el  C  a r e  n o w  all  cl o s e t o  z e r o  a n d  n ot si g nifi c a nt.  

T a bl e  6 

St a n d ar diz e d  R esi d u als  of  M o d el  C ( C orr e ctl y  S p e cifi e d  M o d el) 

  Y 1   Y 2   Y 3   Y 4   X 1   X 2   X 3   X 4  

Y 1     --                 

Y 2    --  --                

Y 3  0. 4 3 2  0. 9 8 2  --              

Y 4  - 0. 6 6 7  - 1. 2 1 6  --  --            

X 1  - 1. 8 2 3  1. 1 6 1   0. 0 1 8  0. 1 0 7  --          

X 2   1. 7 3 6   - 1. 1 3 9  - 0. 2 9 7   0. 2 9 1    --  --      

X 3  - 0. 1 3 4   0. 3 8 1   0. 2 2 4   - 0. 4 2 4  0. 1 1 0  - 0. 1 1 7    --      

X 4   0. 1 7 5   - 0. 4 0 0  0. 3 5 6   - 0. 4 0 3  0. 1 0 7  - 0. 0 8 1    --    --  

 

A n i n s p e cti o n  of t h e  m o difi c ati o n i n di c e s ( A p p e n di x  B 3) r e v e al s t h at t h e  p a r a m et e r s 

of  f o u r   c o v a ri a n c e s   b et w e e n   e rr o r   v a ri a bl e s  s h o ul d   b e  f r e e d  t o  i m p r o v e  t h e   m o d el  fit.  

B ut  a s  o u r t h e o r y ( Fi g u r e  1)  d o e s  n ot s u p p o rt  t hi s  m o difi c ati o n, s u c h s u g g e sti o n s  c a n  b e 

i g n o r e d.  

M o d el   D   ( C o r r e ctl y   S p e ci fi e d   P a r si m o ni o u s   M o d el )  

I n   o r d e r  t o   d e m o n st r at e  t h e   eff e ct s   of   p a r s i m o n y   o n   m o d el  fit,   w e  fi x e d   all  f a ct o r  

l o a di n g s  t o   o n e.   T h e  r e s ulti n g   M o d el   D  ( c o r re ctl y  s p e cifi e d   p a r si m o ni o u s   m o d el)  i s  still  
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i n   a c c o r d a n c e   wit h  t h e   p o p ul ati o n   m o d el   d epi ct e d  i n   Fi g u r e   1.   T h e   m o d el  fit   a g ai n  i m-

p r o v e d   wit h  χ 2 / df   <   1,   R M S E A   =  . 0 0,   N N FI   =   1. 0 0,   C FI   =   1. 0 0,   a n d   A G FI   >  . 9 5. 

M o d el  D i s  m o r e  p a r si m o ni o u s t h a n  M o d el  C  wit h s m all e r  v al u e s  of  AI C , C AI C , E C VI , 

a n d  R M S E A ,   a n d   wit h  l a r g e r   p a r si m o n y  i n di c e s  P N FI , P G FI ,   a n d  l a r g e r  A G FI .   St a n-

d a r di z e d r e si d u al s  a r e  all s m all ( T a bl e  7),  m o st  of t h e m  cl o s e t o  z e r o.  B ut still  m o difi c a-

ti o n i n di c e s ( A p p e n di x  B 4) s u g g e st t o l o w e r t h e  c o n st r ai nt s  o n f o u r  e r r o r  c o v a ri a n c e s,  a 

s u g g e sti o n  t h at   w e   will   n ot  f oll o w   b e c a u s e   o u r  t h e o r y  ( Fi g u r e   1)   d o e s   n ot  s u p p o rt  s u c h  

m o difi c ati o n.  

 

T a bl e  7  

St a n d ar diz e d  R esi d u als  of  M o d el  D ( C orr e ctl y  S p e cifi e d  P arsi m o ni o us  M o d el) 

  Y1   Y2   Y3   Y4   X1   X2   X3   X4  

Y 1   - 0. 1 0 8                

Y 2   - 0. 1 0 8  0. 1 0 8              

Y 3   0. 7 2 9  1. 2 5 1  0. 7 6 4            

Y 4   - 0. 8 1 5  - 1. 1 5 7  0. 7 6 3  - 0. 7 6 4          

X 1   - 1. 3 2 6   0. 8 1 1  0. 1 0 7  - 0. 0 7 4  - 0. 0 7 5        

X 2   1. 0 8 7   - 0. 6 4 8  - 0. 1 3 5   0. 1 0 4  - 0. 0 7 5  0. 0 7 5        

X 3   - 0. 1 3 9  0. 3 7 9   - 0. 0 1 9  - 0. 0 6 0  0. 0 7 4  - 0. 0 6 8   0. 0 1 4      

X 4   0. 1 7 2   - 0. 3 9 1  0. 0 4 8   0. 0 2 5   0. 0 5 9  - 0. 0 5 0   0. 0 1 4  - 0. 0 1 4  

Di s c u s si o n 

O u r   e x a m pl e s   d e m o n st r at e   h o w  t o   e v al u a t e   m o d el  fit   a n d   m o d el   mi sfit   a n d   h o w  t o  

m o dif y   a   m o d el.  If   g o o d n e s s- of-fit  i n di c e s  s u g g e st  t h at   a   m o d el   d o e s   n ot  fit,   a n  i n s p e c-

ti o n   of  si g nifi c a nt  st a n d a r di z e d  r e si d u al s   a n d   t h e  l a r g e st   m o difi c ati o n  i n di c e s   m a y   b e  

e xt r e m el y   h el pf ul  i n   d e ci di n g   at   w hi c h   p a r t   of  t h e   m o d el   a   m o difi c ati o n  s h o ul d   b e   c o n-

si d e r e d.  B ut  o n e s h o ul d  n e v e r  m o dif y  a  m o d el s ol el y  o n t h e  b a si s  of  m o difi c ati o n i n di c e s, 

alt h o u g h t h e  p r o g r a m  mi g ht s u g g e st t o  d o s o.  M o d el  m o difi c ati o n  b a s e d  o n  m o difi c ati o n 

i n di c e s   m a y  r e s ult  i n   m o d el s  t h at  l a c k  v ali dit y  ( M a c C all u m,   1 9 8 6)   a n d   a r e   hi g hl y  s u s-
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c e pti bl e t o  c a pit ali z ati o n  o n  c h a n c e ( M a c C all u m,  R o z n o w s ki,  &  N e c o wit z,  1 9 9 2).  T h e r e-

f o r e t h e  m o difi c ati o n s s h o ul d  b e  d ef e n si bl e f r o m  a t h e o r eti c al  p oi nt  of  vi e w. 

T o  s u m   u p,   m o d el  fit  i m p r o v e d  s u b st a nti a ll y  f r o m   M o d el   A  t o   M o d el   D   a s   e x p e ct e d  

f r o m  t h e   c o n st r u cti o n   of   o u r  si m ul at e d   e x a mpl e.   O n e   m a y   a s k   w h y  t h e r e  i s   n o  " p e rf e ct  

fit"  of  M o d el s  C  a n d  D  alt h o u g h  b ot h  m o d el s  a re  c o r r e ctl y s p e cifi e d.  T h e fi r st r e a s o n i s 

t h at   e v e n   M o d el   D  i s   n ot   y et  t h e   m o st   p a r si m o ni o u s   m o d el.   T h e   m o st   p a r si m o ni o u s  

m o d el  r e q ui r e s  t h at   all   p a r a m et e r s   a r e  fi x e d   at  t h ei r  t r u e   p o p ul ati o n   v al u e s,   b ut  t h e s e  

v al u e s  a r e  of  c o u r s e  u n k n o w n i n  p r a cti c e.  U s u all y t h e  b e st  o n e  c a n  d o i s t o fi x  s o m e   p a-

r a m et e r s   o r  t o  i m p o s e   c e rt ai n   e q u alit y   c o n st r ai nt s,   w hi c h   al s o  l e a d s  t o   m o r e   p a r si m o ni-

o u s   m o d el s.   T h e  s e c o n d  r e a s o n  i s  t h at   o nl y   s a m pl e   c o v a ri a n c e   m at ri c e s   a r e   a n al y z e d  

i n st e a d  of t h e  p o p ul ati o n  c o v a ri a n c e  m at ri x. W h e r e a s t h e  p o p ul ati o n  c o v a ri a n c e  m at ri x 

s h o ul d fit  a  c o r r e ctl y s p e cifi e d  m o d el " p e rf e ctl y", s a m pl e  c o v a ri a n c e  m at ri c e s  will  u s u all y 

d o   n ot,   a s  t h e y   a r e  s u bj e ct  t o  s a m pli n g  fl u ct u ati o n s.   Of   c o u r s e,  t h e  χ 2  t e st  t a k e s  t h e s e  

fl u ct u ati o n s  i nt o   a c c o u nt   a n d   m o st  fit  i n dic e s  s h o ul d  si g n ali z e  " g o o d  fit",   a s   w e   c o ul d  

d e m o n st r at e f o r  M o d el s  C  a n d  D. 

A s   h a s   b e e n   p oi nt e d   o ut   b y   J ö r e s k o g  ( 1 9 9 3) ,  it  i s  i m p o rt a nt  t o   di sti n g ui s h   b et w e e n  

t h r e e  t y p e s   of   a n al y s e s   wit h   S E M:  st ri ct l y   c o nfi r m at o r y   a p p r o a c h  ( C M),   alt e r n ati v e  

m o d el s   a p p r o a c h  ( A M),   a n d   m o d el   g e n e r ati n g   a p p r o a c h  ( M G).  If  t h e   a n al y si s  i s   n ot  

st ri ctl y   c o nfi r m at o r y,  t h at  i s,  if  t h e  fi r st   m o d el  f o r   a   gi v e n   d at a  s et   m u st   b e   m o difi e d  

s e v e r al ti m e s  u ntil  a  g o o d  o r  a c c e pt a bl e fit i s r e a c h e d  –  eit h e r  b e c a u s e  of t e sti n g  alt e r n a-

ti v e   m o d el s  ( A M)   o r   b e c a u s e   of   d e v el o pi n g   a   n e w   m o d el  ( M G)   –  it  i s   p o s si bl e   o r   e v e n  

li k el y  t h at  t h e  r e s ulti n g   m o d el  t o   a   c o n si d e r a bl e   d e g r e e   o nl y  r efl e ct s   c a pit ali z ati o n   o n  

c h a n c e. I n  ot h e r  w o r d s, s u b s e q u e nt  m o difi c ati o n s  b a s e d  o n t h e s a m e  d at a  al w a y s i m pl y 

t h e   d a n g e r  t h at   a   m o d el  i s   o nl y  fitt e d  t o  s o m e   p e c uli a riti e s   of  t h e   gi v e n  s a m pl e.  If   o u r  

e x a m pl e   w o ul d  r e st   o n  r e al  (i n st e a d   of  si m ul at e d)   e m pi ri c al   d at a,   w e   w o ul d  st r o n gl y  

s u g g e st t o  c r o s s- v ali d at e  M o d el  D.  

It s h o ul d  b e  k e pt i n  mi n d t h at  e v e n if  c ro s s- v ali d ati o n i s s u c c e s sf ul, it i s  n ot  all o w e d 

t o  i nf e r  t h at  t h e  r e s p e cti v e   m o d el   h a s   b e e n  " p r o v e d".   A s  i s   k n o w n  f r o m  t h e   w o r k   of  

St el zl  ( 1 9 8 6),   L e e   a n d   H e r s h b e r g e r  ( 1 9 9 0),   a n d   M a c C all u m,   W e g e n e r,   U c hi n o,   a n d  

F a b ri g a r ( 1 9 9 3), s e v e r al  diff e r e nt  m o d el s  m a y fit t h e  d at a  e q u all y  w ell.  Diff e r e nt  m o d el s 

c a n  i m pl y  t h e  s a m e   c o v a ri a n c e   m at ri x   a n d  t h u s   b e   e m pi ri c all y  i n di sti n g ui s h a bl e  f r o m  

t h e   S E M   vi e w p oi nt.   T hi s   e v e n   h ol d s  if  t h e   c o m p eti n g   m o d el s   a r e   c o nt r a di ct o r y  f r o m   a  

c a u s al   p e r s p e cti v e.  I n   o r d e r  t o   d e ci d e  if  t h e   m o d el   of  i nt e r e st  i s  t h e  " b e st''   m o d el   o n e  
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m u st   b e   a bl e  t o   e x cl u d e   all   e q ui v al e nt   m o d e l s   o n  l o gi c al   o r  s u b st a nti v e   g r o u n d s  ( J ö r e-

s k o g,  1 9 9 3).  

L et  u s t h e r ef o r e  cl o s e  wit h t h e f ri e n dl y r e mi n d e r t h at it i s  n ot  p o s si bl e t o  c o nfi r m  a n y 

t e st e d   m o d el   b ut  t h at  it  i s   o nl y   p o s si bl e  t o  r ej e ct  i m p r o p e r   m o d el s,   a s   w e   h a v e   d o n e  

wit h  M o d el s  A  a n d  B.  At t h e s a m e ti m e , si g nifi c a n c e t e st s  a n d  d e s c ri pti v e  g o o d n e s s- of-

fit  i n di c e s   a r e   a   v al u a bl e  t o ol  i n  fi n di n g   a  st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d el  t h at   c a n   b e   a c-

c e pt e d  i n   a   p r eli mi n a r y  s e n s e.  If   a   m o d el  i s   a c c e pt e d,  it   m a y   b e   c o n si st e nt   wit h  t h e  

d at a,  b ut still it  m a y  n ot  b e  c o n si st e nt  wit h  r e alit y. "If  a  m o d el i s  c o n si st e nt  wit h r e al-

it y,  t h e n  t h e   d at a  s h o ul d   b e   c o n si st e nt   wit h  t h e   m o d el.   B ut,  if  t h e   d at a   a r e   c o n si st e nt  

wit h  a  m o d el, t hi s  d o e s  n ot i m pl y t h at t h e  m o d el  c o r r e s p o n d s t o r e alit y" ( B oll e n,  1 9 8 9, 

p.   6 8).   T h e r ef o r e  r e s e a r c h e r s  s h o ul d   p a y   a tt e nti o n  "t o  t h e  i m p o rt a nt   b ut   diffi c ult   q u e s-

ti o n r e g a r di n g t h e  di s c r e p a n c y  b et w e e n t h e s i m plifi e d, f o r m ali z e d t h e o r eti c al  m o d el  a n d 

t h e   a ct u al   o p e r ati n g   p r o c e s s e s  t h at   g o v e r n  t h e   p h e n o m e n a   u n d e r  st u d y  i n  t h e  r e al   e m-

pi ri c al  w o rl d" ( B o o m s m a,  2 0 0 0,  p.  4 7 7).  
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K.   A.   B oll e n   &   J.   S.   L o n g  ( E d s.),   T e sti n g   st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d el s   ( p p.   1 0 − 4 0). 

N e w b u r y  P a r k,  C A:  S a g e. 
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T a n a k a,   J.   S.,   &   H u b a,   G.   J.  ( 1 9 8 4).   C o nfi r m at o r y   hi e r a r c hi c al  f a ct o r   a n al y s e s   of   p s y-

c h ol o gi c al   di st r e s s   m e a s u r e s.   J o u r n al   of   P e r s o n alit y   a n d   S o ci al   P s y c h ol o g y,   4 6,  

6 2 1 − 6 3 5. 

T u c k e r,   L.   R.,   &   L e wi s,   C.  ( 1 9 7 3).   A  r e li a bilit y   c o effi ci e nt  f o r   m a xi m u m  li k eli h o o d  f a c-

t o r  a n al y si s. P s y c h o m et ri k a,  3 8 ,  1− 1 0. 

W e st,  S.  G,  Fi n c h,  J.  F.,  &  C u r r a n,  P.  J.  ( 1 9 9 5).  St r u ct u r al  e q u ati o n  m o d el s  wit h  n o n-

n o r m al  v a ri a bl e s:  P r o bl e m s  a n d r e m e di e s. I n  R.  H.  H o yl e ( E d.),  St r u ct u r al  e q u ati o n 

m o d eli n g:  C o n c e pt s, i s s u e s,  a n d  a p pli c ati o n s  ( p p.  5 6 − 7 5).  T h o u s a n d  O a k s,  C A:  S a g e. 

Y a n g- W all e nti n,   F.,   &   J ö r e s k o g,   K.   G.  ( 2 0 0 1) .   R o b u st  st a n d a r d   e r r o r s   a n d   c hi- s q u a r e s  

f o r i nt e r a cti o n  m o d el s. I n  G.  A.  M ar c o uli d e s  a n d  R.  E.  S c h u m a c k e r ( E d s.),  N e w  d e-

v el o p m e nt s   a n d  t e c h ni q u e s  i n   st r u ct u r al   e q u ati o n   m o d eli n g  ( p p.   1 5 9- 1 7 1).   M a h w a h,  

N J:  L a w r e n c e  E rl b a u m. 
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A P P E N D I X  A 4  

A 1   L I S R E L I n p ut  Fil e f o r  M o d el  A ( S e v e r el y  Mi s s p e cifi e d  M o d el) 

! M o d e l   A :   G A ( 1 , 2 )   a n d   G A ( 2 , 2 )   f i x e d   t o   z e r o  
D A   N I = 8   N O = 2 0 0   M A = C M  
C M   S Y  
1 . 4 2 9  
1 . 0 6 9     1 . 3 6 9  
0 . 5 1 6     0 . 5 3 6       1 . 6 8 1  
0 . 4 3 6     0 . 4 2 5       1 . 3 2 1       1 . 6 2 1  
0 . 3 8 4     0 . 4 8 5       0 . 1 9 2       0 . 1 8 3     1 . 0 2 1  
0 . 4 9 4     0 . 4 2 4       0 . 1 8 1       0 . 1 9 1     0 . 6 4 0     0 . 9 4 0  
0 . 0 2 1     0 . 0 4 5     - 0 . 3 5 0     - 0 . 3 5 2     0 . 3 2 5     0 . 3 1 9     1 . 0 3 2  
0 . 0 3 5     0 . 0 1 3     - 0 . 3 4 7     - 0 . 3 4 8     0 . 3 2 4     0 . 3 2 0     0 . 6 4 2     0 . 9 4 1  
L A  
Y 1   Y 2   Y 3   Y 4   X 1   X 2   X 3   X 4    
M O   N X = 4   N K = 2   N Y = 4   N E = 2   L X = F U , F I   L Y = F U , F I   T D = D I , F R   T E = D I , F R   G A = F U , F R   C    
                B E = F U , F I   P H = F U , F R  
L K  
K S I 1   K S I 2  
L E  
E T A 1   E T A 2  
V A   1   L X ( 1 , 1 )   L X ( 3 , 2 )    
V A   1   L Y ( 1 , 1 )   L Y ( 3 , 2 )  
F R   L X ( 2 , 1 )   L X ( 4 , 2 )    
F R   L Y ( 2 , 1 )   L Y ( 4 , 2 )  
F I   G A ( 1 , 2 )   G A ( 2 , 2 )    
F R   B E ( 2 , 1 )  
P A T H   D I A G R A M  
O U   N D = 3   M E = M L   R S   S C   M I  

A 2   L I S R E L I n p ut  Fil e f o r  M o d el  B ( Mi s s p e cifi e d  M o d el) 

! M o d e l   B :   G A ( 1 , 2 )   f i x e d   t o   z e r o  
D A   N I = 8   N O = 2 0 0   M A = C M  
C M   S Y  
1 . 4 2 9  
1 . 0 6 9     1 . 3 6 9  
0 . 5 1 6     0 . 5 3 6       1 . 6 8 1  
0 . 4 3 6     0 . 4 2 5       1 . 3 2 1       1 . 6 2 1  
0 . 3 8 4     0 . 4 8 5       0 . 1 9 2       0 . 1 8 3     1 . 0 2 1  
0 . 4 9 4     0 . 4 2 4       0 . 1 8 1       0 . 1 9 1     0 . 6 4 0     0 . 9 4 0  
0 . 0 2 1     0 . 0 4 5     - 0 . 3 5 0     - 0 . 3 5 2     0 . 3 2 5     0 . 3 1 9     1 . 0 3 2  
0 . 0 3 5     0 . 0 1 3     - 0 . 3 4 7     - 0 . 3 4 8     0 . 3 2 4     0 . 3 2 0     0 . 6 4 2     0 . 9 4 1  
L A  
Y 1   Y 2   Y 3   Y 4   X 1   X 2   X 3   X 4    
M O   N X = 4   N K = 2   N Y = 4   N E = 2   L X = F U , F I   L Y = F U , F I   T D = D I , F R   T E = D I , F R   G A = F U , F R   B E = F U , F I  
P H = F U , F R  
L K  
K S I 1   K S I 2  
L E  
E T A 1   E T A 2  
V A   1   L X ( 1 , 1 )   L X ( 3 , 2 )    
V A   1   L Y ( 1 , 1 )   L Y ( 3 , 2 )  
F R   L X ( 2 , 1 )   L X ( 4 , 2 )    

                                     

4   A p p e n di x  A is st o r e d  a s  a n  A S CII fil e  n e xt t o t his  a rti cl e  at htt p: / / w w w. m p r- o nli n e. d e   
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F R   L Y ( 2 , 1 )   L Y ( 4 , 2 )  
F I   G A ( 1 , 2 )    
F R   B E ( 2 , 1 )  
P A T H   D I A G R A M  
O U   N D = 3   M E = M L   R S   S C   M I  

A 3   L I S R E L I n p ut  Fil e f o r  M o d el  C ( C o r r e ctl y  S p e cifi e d  M o d el) 

! M o d e l   C :   c o r r e c t l y   s p e c i f i e d   m o d e l  
D A   N I = 8   N O = 2 0 0   M A = C M  
C M   S Y  
1 . 4 2 9  
1 . 0 6 9     1 . 3 6 9  
0 . 5 1 6     0 . 5 3 6       1 . 6 8 1  
0 . 4 3 6     0 . 4 2 5       1 . 3 2 1       1 . 6 2 1  
0 . 3 8 4     0 . 4 8 5       0 . 1 9 2       0 . 1 8 3     1 . 0 2 1  
0 . 4 9 4     0 . 4 2 4       0 . 1 8 1       0 . 1 9 1     0 . 6 4 0     0 . 9 4 0  
0 . 0 2 1     0 . 0 4 5     - 0 . 3 5 0     - 0 . 3 5 2     0 . 3 2 5     0 . 3 1 9     1 . 0 3 2  
0 . 0 3 5     0 . 0 1 3     - 0 . 3 4 7     - 0 . 3 4 8     0 . 3 2 4     0 . 3 2 0     0 . 6 4 2     0 . 9 4 1  
L A  
Y 1   Y 2   Y 3   Y 4   X 1   X 2   X 3   X 4    
M O   N X = 4   N K = 2   N Y = 4   N E = 2   L X = F U , F I   L Y = F U , F I   T D = D I , F R   T E = D I , F R   G A = F U , F R   C  
      B E = F U , F I   P H = F U , F R  
L K  
K S I 1   K S I 2  
L E  
E T A 1   E T A 2  
V A   1   L X ( 1 , 1 )   L X ( 3 , 2 )    
V A   1   L Y ( 1 , 1 )   L Y ( 3 , 2 )  
F R   L X ( 2 , 1 )   L X ( 4 , 2 )    
F R   L Y ( 2 , 1 )   L Y ( 4 , 2 )  
F R   B E ( 2 , 1 )  
P A T H   D I A G R A M  
O U   N D = 3   M E = M L   R S   S C   M I  

A 4   L I S R E L I n p ut  Fil e f o r  M o d el  D  

( C o r r e ctl y  S p e cifi e d  P a r si m o ni o u s  M o d el) 

! M o d e l   D :   e q u a l i t y   c o n s t r a i n t s   o n   L X   a n d   L Y  
D A   N I = 8   N O = 2 0 0   M A = C M  
C M   S Y  
1 . 4 2 9  
1 . 0 6 9     1 . 3 6 9  
0 . 5 1 6     0 . 5 3 6       1 . 6 8 1  
0 . 4 3 6     0 . 4 2 5       1 . 3 2 1       1 . 6 2 1  
0 . 3 8 4     0 . 4 8 5       0 . 1 9 2       0 . 1 8 3     1 . 0 2 1  
0 . 4 9 4     0 . 4 2 4       0 . 1 8 1       0 . 1 9 1     0 . 6 4 0     0 . 9 4 0  
0 . 0 2 1     0 . 0 4 5     - 0 . 3 5 0     - 0 . 3 5 2     0 . 3 2 5     0 . 3 1 9     1 . 0 3 2  
0 . 0 3 5     0 . 0 1 3     - 0 . 3 4 7     - 0 . 3 4 8     0 . 3 2 4     0 . 3 2 0     0 . 6 4 2     0 . 9 4 1  
L A  
Y 1   Y 2   Y 3   Y 4   X 1   X 2   X 3   X 4    
M O   N X = 4   N K = 2   N Y = 4   N E = 2   L X = F U , F I   L Y = F U , F I   T D = D I , F R   T E = D I , F R   G A = F U , F R   C  
                B E = F U , F I   P H = F U , F R  
L K  
K S I 1   K S I 2  
L E  
E T A 1   E T A 2  
V A   1   L X ( 1 , 1 )   L X ( 3 , 2 )    
V A   1   L Y ( 1 , 1 )   L Y ( 3 , 2 )  
V A   1   L X ( 2 , 1 )   L X ( 4 , 2 )    
V A   1   L Y ( 2 , 1 )   L Y ( 4 , 2 )  
F R   B E ( 2 , 1 )  
P A T H   D I A G R A M  
O U   N D = 3   M E = M L   R S   S C   M I  
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A P P E N D I X  B 

B 1   M o difi c ati o n I n di c e s f o r  M o d el  A ( S e v e r el y  Mi s s p e cifi e d  M o d el) 

  N o   N o n - Z e r o   M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   B E T A                  
 
                  M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   G A M M A                      
 
                                K S I 1               K S I 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -             1 3 . 5 0 5  
          E T A 2               -   -             2 4 . 8 7 3  
 
                  E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   G A M M A                
 
                                K S I 1               K S I 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -             - 0 . 4 4 0  
          E T A 2               -   -             - 0 . 7 1 5  
 
                  S t a n d a r d i z e d   E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   G A M M A                      
 
                                K S I 1               K S I 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -             - 0 . 3 4 4  
          E T A 2               -   -             - 0 . 4 4 8  
 

B 2   M o difi c ati o n I n di c e s f o r  M o d el  B ( Mi s s p e cifi e d  M o d el) 

 

                  M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   B E T A                        
 
                                E T A 1               E T A 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -             1 0 . 5 3 3  
          E T A 2               -   -                 -   -    
 
                  E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   B E T A                  
 
                                E T A 1               E T A 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -               0 . 4 8 8  
          E T A 2               -   -                 -   -    
 
                  S t a n d a r d i z e d   E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   B E T A                        
 
                                E T A 1               E T A 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -               0 . 4 0 6  
          E T A 2               -   -                 -   -    
 
                  M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   G A M M A                      
 
                                K S I 1               K S I 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -             1 0 . 5 3 3  
          E T A 2               -   -                 -   -    
 
                  E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   G A M M A                
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                                K S I 1               K S I 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -             - 0 . 3 8 9  
          E T A 2               -   -                 -   -    
 
                  S t a n d a r d i z e d   E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   G A M M A                      
 
                                K S I 1               K S I 2        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -  
          E T A 1               -   -             - 0 . 3 0 4  
          E T A 2               -   -                 -   -   

 

B 3   M o difi c ati o n I n di c e s f o r  M o d el  C ( C o r r e ctl y  S p e cifi e d  M o d el) 

 

  N o   N o n - Z e r o   M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   B E T A                  
 
  N o   N o n - Z e r o   M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   G A M M A                
 
                  M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   T H E T A - D E L T A - E P S  
 
                                    Y 1                   Y 2                   Y 3                   Y 4        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -  
              X 1           1 1 . 3 2 7             9 . 7 1 9             0 . 0 0 5             0 . 0 4 0  
              X 2           1 0 . 7 0 5             9 . 2 1 6             0 . 9 4 2             0 . 8 1 2  
              X 3             0 . 5 3 7             0 . 7 6 8             0 . 1 2 6             0 . 1 9 8  
              X 4             0 . 5 1 7             0 . 7 3 4             0 . 2 5 1             0 . 1 9 7  
 
                  E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   T H E T A - D E L T A - E P S    
 
                                    Y 1                   Y 2                   Y 3                   Y 4        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -  
              X 1           - 0 . 1 4 5             0 . 1 3 3           - 0 . 0 0 3             0 . 0 0 8  
              X 2             0 . 1 3 7           - 0 . 1 2 6           - 0 . 0 3 8             0 . 0 3 5  
              X 3           - 0 . 0 3 0             0 . 0 3 5             0 . 0 1 6           - 0 . 0 1 9  
              X 4             0 . 0 2 8           - 0 . 0 3 2             0 . 0 2 2           - 0 . 0 1 9  
 
                  C o m p l e t e l y   S t a n d a r d i z e d   E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   T H E T A - D E L T A - E P S    
 
                                    Y 1                   Y 2                   Y 3                   Y 4        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -  
              X 1           - 0 . 1 2 0             0 . 1 1 2           - 0 . 0 0 2             0 . 0 0 6  
              X 2             0 . 1 1 9           - 0 . 1 1 1           - 0 . 0 3 0             0 . 0 2 8  
              X 3           - 0 . 0 2 5             0 . 0 2 9             0 . 0 1 2           - 0 . 0 1 5  
              X 4             0 . 0 2 4           - 0 . 0 2 8             0 . 0 1 7           - 0 . 0 1 5  
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B 4   M o difi c ati o n I n di c e s f o r  M o d el  D  

( C o r r e ctl y  S p e cifi e d  P a r si m o ni o u s  M o d el) 

 
  N o   N o n - Z e r o   M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   B E T A                  
 
  N o   N o n - Z e r o   M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   G A M M A                
 
                  M o d i f i c a t i o n   I n d i c e s   f o r   T H E T A - D E L T A - E P S  
 
                                    Y 1                   Y 2                   Y 3                   Y 4        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -  
              X 1           1 1 . 3 2 7             9 . 7 1 9             0 . 0 0 5             0 . 0 4 0  
              X 2           1 0 . 7 0 5             9 . 2 1 6             0 . 9 4 2             0 . 8 1 2  
              X 3             0 . 5 3 7             0 . 7 6 8             0 . 1 2 6             0 . 1 9 8  
              X 4             0 . 5 1 7             0 . 7 3 4             0 . 2 5 1             0 . 1 9 7  
 
                  E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   T H E T A - D E L T A - E P S    
 
                                    Y 1                   Y 2                   Y 3                   Y 4        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -  
              X 1           - 0 . 1 4 5             0 . 1 3 3           - 0 . 0 0 3             0 . 0 0 8  
              X 2             0 . 1 3 7           - 0 . 1 2 6           - 0 . 0 3 8             0 . 0 3 5  
              X 3           - 0 . 0 3 0             0 . 0 3 5             0 . 0 1 6           - 0 . 0 1 9  
              X 4             0 . 0 2 8           - 0 . 0 3 2             0 . 0 2 2           - 0 . 0 1 9  
 
                  C o m p l e t e l y   S t a n d a r d i z e d   E x p e c t e d   C h a n g e   f o r   T H E T A - D E L T A - E P S    
 
                                    Y 1                   Y 2                   Y 3                   Y 4        
                        - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -       - - - - - - - -  
              X 1           - 0 . 1 2 0             0 . 1 1 2           - 0 . 0 0 2             0 . 0 0 6  
              X 2             0 . 1 1 9           - 0 . 1 1 1           - 0 . 0 3 0             0 . 0 2 8  
              X 3           - 0 . 0 2 5             0 . 0 2 9             0 . 0 1 2           - 0 . 0 1 5  
              X 4             0 . 0 2 4           - 0 . 0 2 8             0 . 0 1 7           - 0 . 0 1 5  
 


